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内 容 简 介 


本 书 是 “世界 数学 名 题 欣赏 丛书 ”之 -“。 
RGM RSE RRB CDT 
定数 的 素数 个 数 》 一 文中 提出 的 。 它 是 至 今 没 
有 解决 的 一 个 “超级 ” 数学 难题 。 它 与 著名 的 
素数 定理 有 紧密 的 联系 。 在 现代 数学 的 许多 领 
域 ,有 类 似 于 它 的 狂想, 每 个 猜想 的 解决 都 将 会 
引起 数学 界 的 关注 。 本 书 介绍 了 E 函 数 的 一 些 性 
质 ， 以 及 从 中 引出 的 一 些 著 名 问题 。 并 且 介 绍 
了 几 位 大 数学 家 在 猜想 研究 中 所 作 的 贡 献 。 
把 知识 性 和 趣味 性 熔 为 一 炉 ， iT T Be 
想 的 读者 阅读 。 


Summary 


This is one of “A Series of Appreci- 
ation of Famous Mathematics Topies in 
World”, Riemann Conjecture was posed 
by Riemann in early 50’s of the 19th cen- 
tury in his thesis titled “The Number 
of Primes less than a Given Number’, It 
is one of the unsolved “Supper” problems 
of mathematics, The conjecture is 
closely related to the well-known Prime 
Theorem, In many morden mathematics 
fields, there are similar conjectures, 
Every solvement of the conjectures attract 
closed attention in mathematics circle, 
This book introduces some well-known 
mathematician’s great contributions to the 
conjecture, It also expounds the ardent 
course mathematicians walked on in bid 
to solv e the conjecture, In this book, 
interest is mixed with knowledge, Cont- 
ents are plentiful and interesting, For 
readers of different degrees and circles, 
this book is really worth a good read- 
ing. 
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在 19 世 纪 和 20 世 纪 初 期 ， 科 学 和 数学 都 因 发 
Methane a na as. 新 。 如 生 

学 申 的 达尔 文物 理学 中 的 麦克 斯 韦 ,心理 学 中 
MAITA ADRARAR cE aM YA 
育 出 了 两 个 非 同 异 常 的 天 才 人 物 高 斯 和 黎 曼 与 之 
匹敌 。 这 些 成 就 在 科学 和 数学 中 都 引起 了 革命 。 
在 19 基 纪 上 半 时 ， 数 论 中 一 个 重要 发 展 是 解析 方 
法 和 解析 成 果 的 导入 、 以 表达 和 证 明 有 关 整 数 的 
事实 。 这 一 革新 的 创 导 者 是 获 利克 菜 和 煞 曼 。 然 
而 ， 在 这 门 学 科 中 ， 运 今 还 有 许多 “ 傲 物 ” 没 有 
被 征服 ， 其 中 之 一 就 是 数学 中 的 一 个 “超级 难 
题 ”一 一 黎 受 猜想 。 

黎 受 猜想 是 德国 科学 院 院 士 黎 受 在 1859 年 发 
表 的 一 篇 题 为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 人 的 八 
页 论文 中 提出 的 。 自 此 之 后 ， 解 析 数 论 中 的 一 大 
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批 “ 世 界 级 ”难题 几乎 都 与 这 篇 文章 有 关 。 而 这 
些 有 竺 解决 的 问题 正好 使 解析 数论 这 门 学 科 充满 
活力 。 正 象 20 世 纪 赤 出 的 数学 家 希 汞 伯 特 所 说 的 
那样 ，“ 只 要 一 门 科学 分 支 中 充满 着 大 量 问题 
它 就 充满 了 生命 力 ， 缺 少 问 题 意味 着 死亡 或 独立 
发 展 的 终止 ， 正 如 人 类 的 每 种 事业 都 为 了 尖 到 菜 
种 最 终 目 的 一 样 ， 数 学 须要 问题 。 问 题 的 解决 银 
炼 研究 者 的 力量 ， 通 过 解决 问题 ， 他 发 现 新 方法 
及 新 观点 并 扩大 他 的 眼界 。”“ 谁 眼前 没有 问题 
而 去 探索 方法 就 很 可 能 是 无 用 的 探索 。 

从 猜想 提出 至 今 ， 时 间 已 走 过 了 漫长 的 一 个 
多 世纪 。 在 通 向 揭示 猜想 真 伪 的 顶峰 的 坎坷 道路 
上 ,许多 杰出 的 数学 家 以 巨大 的 热情 去 努力 攀登 ， 
他 们 真正 地 懂得 问题 的 价值 ,现在 看 来 , 离 到 达 顶 
点 还 有 一 段 漫长 而 又 艰难 的 路 。 或 许可 以 认为 ， 目 
前 对 黎 曼 猜想 万 至 解析 数论 的 研究 ， 正 处 于 一 个 
期 待 着 新 突破 的 相对 停滞 阶段 。 一 个 时 期 的 结 
Ks RERMBAUE, 11W ETA eRe 
月 ， 更 能 使 我 们 正视 现实 面向 未 来 。 

现在 ， 按 年 代 的 循 迹 ， 让 我 们 共同 就 黎 曼 那 
篇 关于 素数 个 数 的 著名 论文 对 解析 数论 乃至 数学 
的 发 展 所 作 的 贡献 作 一 点 回顾 和 展望 吧 ! 
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数学 历史 的 进程 就 象 一 部 交响 曲 。 其 包含 了 
几 个 主题 ， 主 旋律 通过 这 几 个 主题 展开 ， 使 它们 
交 相 融 会 ， 达 到 预期 的 高 潮 。& 函数 理论 就 是 数 
学 中 一 个 非常 重要 的 主题 . 

6 函数 首先 是 由 欧 拉 于 1730 至 1750 年 间 提 出 
的 。 对 函数 的 研究 使 函数 论 〈 特 别 是 整 函数 
论 ) 、 数 论 、 模 函数 论 、 椭 圆 函 数论 等 许多 理论 
得 到 了 进一步 的 发 展 。 
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很 星 以 前 ， 人 们 就 开始 研究 这 样 一 个 级 数 


1,1,1 1 
1 十 本 十 村 十 下 二 += (1.1) 


这 个 级 数 后 来 被 命名 为 欧 拉 级 数 。 当 ? 很 大 时 ， 
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这 个 级 数 可 以 比 我 们 给 定 的 任何 数 要 大 得 多 ， 也 
就 是 说 ， 当 ?趋向 于 无 穷 大 时 ， 级 数 (1.1) 是 发 
散 的 。 

后 来 ， 人 们 又 进一步 研究 级 数 


1 1 1 1 
lt ot a + 


(1.2) 
当 s 是 实数 时 ， 欧 拉 在 1737 年 就 证 明了 ， 如 果 s 比 
1 大， 那么 当 n 趋 向 于 无 穷 大 时 ， 级 数 1.2) 有 
一 个 有 限 的 极限 值 ， 换 名 话说 ， 级 数 《1.2) i 
伍 。 我 们 将 这 个 极限 值 记 为 5(s)， 

我 们 进一步 考察 级 数 (1.2》 。 如 果 s 是 一 个 
复数 ,级 数 (1.2) 又 将 有 什么 性 质 呢 ? 大 家 知道 
一 个 复数 s 可 以 写成 s= ga+ 让 ， 其 中 c 和 ft 都 是 实 
数 ，o 称 为 的 实数 部 分 ，t 称 为 5 的 虚数 部 分 ， 分 
别 用 符号 Re(s) =o Im(s) = 上 了 表示。 利用 复数 
的 性 质 ， 我 们 可 以 看 到 ， 只 要 s 的 实数 部 分 大 于 
1 ， 那 么 级 数 1.2) 一 定 有 一 个 确定 的 复数 作 
为 它 的 极限 值 ， 我 们 也 将 这 个 极限 值 记 为 (5)。 
这 样 一 来 ， 函 数 5(s) 就 是 一 个 复 变 函数 了 ， 

我 们 把 复数 的 实数 部 分 看 作 是 平面 直角 坐标 
AWM, RRS AED Mh. Hine 
a+ib, RAMEE BLE, ADRAC RM 
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(2,60), 我 们 用 这 种 方法 将 每 一 个 复数 与 平面 上 
的 点 建立 起 对 应 关系 《图 1.1) ， 这 样 的 平面 称 
为 复 平面 。 在 复 平面 上 的 直角 坐标 系 的 横 坐 标 * 
表示 复数 的 实数 部 分 ， 而 纵 坐 标 Y 表示 复数 的 虚 
数 部 分 .于 是 我 们 可 以 看 到 , 实数 部 分 为 1 的 那些 
复数 组 成 了 直线 X= 1， 而 实数 部 分 大 于 1 的 复 
数 呢 ? 当然 都 位 于 这 条 直线 的 右边 ， 这 样 就 组 成 
T “EFH CARL. 。 如 果 把 3 标 在 这 平面 
上 ， 风 根据 前 面 讨论 可 知 ， 当 s 位 于 这 个 半 平 面 
时 ， 级 数 〈1,2) 是 收敛 的 ， 它 的 极限 记 为 6《s)。 

在 复 变 函数 论 中 还 证 明了 函数 6(5) 是 s 的 解 
析 函 数 。 所谓 解析 函数 ， 它 是 指 这 个 函数 在 它 
的 定义 的 范围 内 可 以 求 出 任意 阶 的 导数 ， 对 于 解 
析 函 数 ， 我 们 有 一 个 著名 的 解析 延 拓 定 理 ， 这 个 


图 1.1 复数 平面 上 点 的 一 一 对 应 


图 1.2 复 平面 上 XY= IASI KR 
定理 大 致 上 是 说 ， 在 一 定 条 件 下 ， 一 个 解析 函数 
是 可 以 将 它 的 定义 范围 进行 扩张 的 ， 扩 张 后 的 函 
数 还 是 一 个 解析 函数 。 而 且 更 重要 的 是 ， 扩 张 后 
的 函数 只 有 一 个 在 原来 的 定义 范围 内 与 原来 的 函 
数 相 重合 。 这 个 在 较 大 范围 内 有 定义 的 函数 就 称 
为 原来 那个 函数 的 解析 开拓 上 。 根 据 这 个 定理 ， 我 
们 就 可 以 把 较 小 范围 内 有 定义 的 解析 函数 扩张 到 
较 大 范围 去 讨论 了 。 上 面 定义 的 函数 *(s) 还 只 是 
对 s 的 实数 部 分 大 于 工时 有 意义 ， 或 者 说 仅仅 在 
图 1.2 中 的 阴影 的 半 平 面 上 有 意义 。 我 们 用 解 本 
延 拓 的 方法 可 以 把 它 的 定义 范围 进行 扩张 。 严 格 
地 说 来 ， 可 以 扩张 到 除去 s = 1 以 外 的 所 有 复数 ， 
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经 过 这 样 解析 延 拓 后 得 到 的 函数 ， 我 们 仍 记 作 
2(S)。 这 个 函数 就 岂 作 黎 曼 5 函数， 

要 指出 的 是 ，“ 解 析 延 折 定 理 ”在 数学 上 仅 
仅 是 一 个 存在 性 定理 ， 就 是 说 ， 它 只 告诉 我 们 存 
在 一 个 解析 函数 ， 作 为 原来 那个 函数 的 解 析 延 
拓 ， 它 没有 向 人 们 指出 ， 这 个 解析 函数 可 以 用 什 
么 方法 来 构造 。 因 此 ,对 于 黎 曼 < 函数 来 说 ,我 们 
只 知道 一 定 有 这 样 一 个 函数 “(3)， 除 去 s = 1 这 点 
以 外 都 是 有 意义 的 ， 而 且 是 解析 的 。 但 是 ， 除 了 
s 的 实数 部 分 大 于 工时 已 有 明确 的 定义 外 ， RN 
写 不 出 5(3) 的 具体 而 明显 的 函数 形状 ， 这 样 一 
来 ， 就 给 我 们 研究 这 个 函数 带 来 了 极 大 的 困难 ， 
因而 一 百 多 年 来 在 黎 曼 5 函数 的 研究 中 还 有 许多 
问题 没有 解决 。 


1.2 5 函数 的 性 质 


6 函数 看 起 来 简单 明了 ， 但 是 其 函数 性 质 是 
非常 复杂 的 ， 除 了 黎 曼 猜想 外 ， 至 今 还 有 许多 车 
名 难题 没有 得 到 解决 。5E(?) 在 Rn 之 1 时 与 %<0 时 
的 情况 是 同样 地 糟 粹 ， 

早 在 1749 年 ， 欧 拉 首 先 对 于 所 有 偶数 nn 二 2 计 
算 了 EW) 以 及 对 于 整数 nh 二 0, 合 算 了 交错 级 数 1~ 
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23r ae 

在 级 数 1-274 3"~ … 的 情形 ， 欧 拉 利 用 了 
阿 贝尔 求 和 方法 作 宪 级 数 

F(x) = x- 2%? + 3" 一，… 

并 发 现 这 可 表示 为 一 个 有 理 函 数 ， 然 后 他 对 X= 1 
取 值 。 他 的 证 明 依 赖 于 一 个 称 之 为 欧 拉 一 一 马克 
劳 林 求 和 公式 ， 同 时 此 公式 引进 了 贝 努 利 数 的 概 
念 。 如 果 您 去 看 他 的 原著 的 话 ， 你 会 发 现 他 的 应 
用 的 确 有 点 鲁莽。 后 来 他 给 出 了 一 个 邻 人 满意 的 
BOK. 

现在 ， 我 们 从 函数 xctgx 的 部 分 分 式 展开 式 
出 发 ， 来 讨论 它 与 5 函数 之 间 的 关系 ， 

定理 2.1 对 于 |X |<1,， 我们 有 


axctgnx=1- 2) SymX™ 


m= 1 


证 明 我们 首先 从 sinx 的 无 穷 乘 积 展开 式 入 
F, 为 了 研究 署 级 数 和 < 函数 的 关系 ， 欧 拉 首 先 
建立 了 下 列 有 名 的 展开 式 


sinx = 可 (1 - x) 
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x x x? 

人 
如 果 X 不 取 kx (k= 0, 土 1,.…) 形式 的 数值 ， 
那么 对 它 取 对 数 ， 我 们 就 得 到 无 穷 级 数 


log lsinx| = log |x |+ >; log -al 
逐 项 微分 后 ， 我 们 得 到 


cosx 2x 

ZX = CtgX = 1 + > — 

sinx x X ma 
m=1 

因此 


xetgx = aJt — 


我 们 把 X 换 成 zz， 可 得 


TXCtgrX = 1- :5 Ti 


"=i 


如 果 |x] <1， 那 末 对 任意 m=1,2,3, 


x m 2 xe 
m? _ x 一 1 Xx’ ™ >; ( m? ) 
一 m =i 


由 于 每 一 次 都 是 正 的 ， 我 们 可 以 得 到 


证 = sen 这 里 Sin =: 


=ł 
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Ye (m= 1,250), 这样 对 于 |z <1 就 有 
:=1 


xxctgarx= 1-2 > Sina” 


m=i 


根据 上 述 方法 ， 我 们 可 以 从 xcthx 的 部 分 分 
式 展开 式 出 发 ， 得 到 
引 理 1 对 于 | x |<1 


axethrx= 1+2 > C= 1)"718, 90 
mol 
这 里 S,n= > e2 . 


a=t 


引 理 2 对 于 |X|<1 


nxcthx= 1+ > (- iy a gar 


这 里 B, 为 贝 努 利 数 ， B= Ł, B = Fea, 
1749 年 ， 欧 拉 的 一 个 很 重要 工作 是 求 出 Sim 
(m= 1 2 …) 的 具体 数值 ， 而 Sm = 1,2,…) 
是 否 能 求 出 它 的 值 ， 现 在 还 是 一 个 未 揭 开 之 谜 。 
网 拉 在 求 出 Sin 的 值 时 ， 应 用 了 前 而 讲 过 一 
个 著名 的 展开 式 


"j 8 
六 一 
| 
1 
ofa 
Me 2 
n 
tl 

ola 
>| a 


证 明 由 (2.1) 式 两 边 取 对 数 ， 我 们 有 


log siar) - 2 log 1- ra 
又 由 于 
x 


x? 
sinx = X+ 百 + 一 -一 十 
120 


我 们 有 
log sing) = = log(1- = x 2 - +) 


eS KO EK EF RT A 
in 1 1 1 1 
二 ee A w 
i 
180” 
因此 


RAD ae 《n= 1,2,…) 的 值 的 另 一 种 广 


法 ， 是 欧 拉 首 先 给 出 “函数 与 贝 努 利 数 之 韶关 系 


后 得 出 的 。 
定理 2.5 对 于 n=1,2,3,…; 有 
B, Or)” San 


KEBAB AB, Sw= 了) -r 


m= 


证 明 我 们 先 来 研究 一 个 具有 重要 应 用 的 除 
法 。 由 于 


所 以 


1 
2! 31 ny 


我 们 假设 这 个 商 式 至 少 对 于 足够 小 的 * 值 ， 可 表 
成 级 数 


1+ Dh (2.2) 


1zi 


的 形式 ， 其 系数 我 们 取 成 


Pu WER RACE 
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为 了 确定 系数 时 较为 方便 。 
我 们 根据 关系 式 


2 im) ` 
(+t 这 + 和 + + 和 一 + we) x 
2) 3! n 


B, B, ta, Ba n ‘二 
(+ 全 + 全 + tae + )=1 


SAMS X"(n= 1,2,…) 的 系数 等 于 零 。 
我 们 得 出 方程 组 


1 1 
my t ana + 


1 
+ (mn-k+ Diki Ba-kas + 


thet arp 
WARU (8+ 1)! 得 
Cripu+ C'nribn-i … 十 Cr Pnri-k 
tee 4 C8 npbit+1=0 
利用 其 与 牛顿 二 项 式 相似 的 关系 ， 这 些 方 程 
式 符号 的 形式 上 可 以 写成 ， 

(B+ p" =o (n=1,2,°) 
REBRIMA., HERATI UG. RB 
处 用 代替 ， 得 到 确定 PC = 1,2.) 的 无 穷 方 
程 组 
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22,+1=0, 36,4+38,+1=0, 4ß:+6ß:+ 
4B,+1=0, 5B. + 108, + 10P,+58,+1=0,°" 
(2.3) 


Hy (2.3) 式 我 们 可 得 
--1, 2-4, 6- -- 
f= “9? B,= 6’ b:=0, pb 


30 ” 
B= 0, b= È, pi=0, bp: = -5 By=9, 
Bio =Š, Pun=0, Buz = fh, Bu=0, Bu= 
I o 
6” (2.4) 


我 们 根据 本 节 引 理 2 可 知 


Xe 
e1 2 了 ET 了 oo 
= “eth 

5” 3 
= m=), Br _ Pm xim 

TONE 1) EST 


BT (2.4) 式 中 Ln WRO AF, 


ht HRI 


e*~1 & m 
HTA BEERA, 我 们 有 
a= (— D'B, 
FEB => B= 30， Bgy B= gp Be 66， 
Bep Bap 
由 引 理 1 及 引 理 2 ， 我 们 有 
axcthrx=1+2 5 (= 1)"71S,,40" 
nxethrx = 1 RA -17 OD Byn 
从 上 面 两 等 式 可 知 
g = _(27)” 


ROO An -" 


于 是 我 们 可 发 现 每 个 贝 努 里 数 B 都 是 正 的 ， 贝 努 
里 数 当 其 足 标 增加 时 ， 其 值 是 无 止境 地 增 大 。 


关于 上 函数 的 理论 是 相当 艰深 的 ， 》 orn 


(m= 12,…) 式 除 了 现在 还 不 能 计算 出 它 的 值 外 ， 
即使 确定 一 下 它 的 无 理性 或 有 理性 也 非常 困难 ， 
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1978 年 ， 在 芬兰 赫尔辛基 举行 的 世界 数学 家 大 会 
上 ， 法 国 数学 家 阿 皮 列 提出 了 一 个 非常 巧妙 的 递 
推 式 
MFa,=1, a,=5, 4n>2nf 
nia,-C34n'—51n*+27n-5)an_, 
+(n~1)'a,-2=0 (2.5) 
PEA PAS TAR 


a DOC 


基于 (2.5) 式 的 递 推 式 ， 阿 皮 列 证 明了 J -L 


a=1 


是 个 无 理 数 ， 这 个 结果 大 大 出 乎 数学 大 师 们 的 意 
FL 


RT D-r (M> 的 无 理性 仍然 还 


没有 得 到 证 实 。 这 也 为 广大 数学 工作 者 留 下 了 一 
个 很 好 的 课题 。 . 
殉 拉 引出 “函数 的 另 一 个 重要 作用 ， 是 用 上 函 
数 证 明 案 数 分 布 的 性 质 ， 他 首先 证 明了 素数 个 数 
有 无 穷 多 个 。 这 证 明基 于 上 函数 的 一 个 著名 的 欧 

拉 恒 等 式 。 首 先 ， 我 们 给 出 算术 基本 定理 。 
定理 2.4 任 一 大 于 1 的 整数 能 唯一 分 解 成 
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RRNA, 
ER 设 c>1, 要 证 g 必 写成 下 面 的 形式 
a =P PPr Prs PSPSPS GPx 


(2.6) 
且 这 种 表示 式 是 唯一 的 。 
我 们 首先 证 明 a 能 表示 成 (2.6) 的 形式 。 若 
4 为 素数 ， 则 〈2.6) 显 然 成 立 。 若 4 非 素数 ， 则 
必 有 
a=pP,a,, l<a,<a 
这 里 p, 为 a 的 最 小 正 因数 KZO 。 若 a, 为 素数 ， 
则 《2.6) 已 证 ， 若 4, 非 素数 ， 则 有 
a =P, Pi'a 1<0,<a,<a 
REPA ORRERA 〈 素 数 ) ， 继续 进行 ， 
可 以 得 到 a>ai>a >a>…>1， 而 这 种 步 又 不 
可 能 超过 a 次 ， 最 后 必得 
a= PPr Prs PSPS SP 
这 里 Pp,,P,,… ,Pr 为 素数 ， 
下 面 证 明 2.0 的 表示 法 是 唯一 的 ， 荐 4 可 
以 写成 另 一 种 表示 法 
a =Q lis QLL (2.7) 
这 里 q,,9,，… ,41 均 为 素数 。 我 们 有 
Pp,*"*Pr = gg (2.8) 
WM—-#ZAP1<l<k) Rg (l<ejet) ee 
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Gil Pis P: lqi 
但 D; 和 9i 均 是 素数 ， 所 以 一 定 有 
Di= qis qi= P, 
BEP: S Pr aq MYA 
qi= P. <Pı= qQ BY D,=9， 
因此 由 (2.8) 得 到 
PaP Pk = qd" G+ 
同 理 可 得 p, = 9,。 依 次 类 推 . 最 后 可 得 到 k=， 
且 D;= 9 (1 二 i<k)， 唯 一 性 得 证 。 
推论 ” 任 一 正 整数 wa>1， 都 能 唯一 地 表示 成 
Q= Dop; Dm", (a;l, i=1, 2, 
e.m) 
这 里 D,<D:<…<?p， 为 素数 。 
下 面 我 们 证 明 6 函 数 的 欧 拉 恒 等 式 。 


定理 2.5 (KRED 若 5(s) = Dj, 


m 24 Re(s)> 1R} 


(s) = Margt -) 
_ _1y! 
-Hq ar) (2.9) 
其 中 s=o+it, Re(s)=o, Im(s)=t, 
证 明 显然 当 Re(s)>1, X>1H, 
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1 l ogan 
1+ p” + 
MWC, HEL, 算术 基本 定理 可 知 ， 自 然 
数 可 分 解 为 素 因 子 的 积 县 唯一 的 ， 我 们 有 
M(t)" -Tt 


3 
asx P PSX 


_ 1 
eax 


其 中 


| RCs; X) |< 2 | 1 | 


-i 
BI 24X-—+>oohf, R(s;X)>0, HAMAR 
成 立 。 

利用 上 面 的 欧 拉 恒等式 ， 我 们 能够 证 明 下 述 
性 质 ， 

定理 2.6 设 p 取 遍 所 有 素数 (P= 1,3,5,7, 
11,13，…)，Px 表 示 第 k 个 素数 。 则 素数 个 数 是 无 
穷 的 ， 并 且 级 数 
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yl 
pe Dr 
RB. 
证 明 关系 式 (2.9) 对 s = 1 也 成 立 ， 于 是 
w 1 
Pw=-]I_ 1 . ye 
2SN 1- 1 "=! 
Pi 
意味 着 当 N-> + off, P\VY>+0o, Aw 
2 1 
工 [一 一 


k=1 Pk 


发 散 到 + co。 然 而， 如 果 所 有 素数 其 个 数 是 有 限 
的 ， 那 末 这 个 乘积 不 能 不 得 出 有 限 值 。 我 们 还 可 


看 到 
(BeBe) 
-HHo- > )=0 
但 是 
log(1-+-) 
lim E 
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所 以 
1 .1 1 1 
sigtetrtp + 
是 发 散 的 
下 面 我 们 再 给 出 级 数 


GL 
Pr 
发 散 的 另 一 个 证 明 . 
证 明 ”假定 级 数 收敛 ， 则 存在 整数 7 使 


Š 1 1 
一 一 < 二 

SQP PPa FERB 1+ 1Q(1= 1,250), 这 
些 数 中 没有 一 个 能 被 素数 Pas Port s Pa 的 任何 一 
个 整除 。 因 此 ， 数 1+ ]@@ 的 所 有 素 因 式 都 出 现在 
Pn+i9 Pata … 中 间 ， 从 而 对 每 个 ? 宇 1 均 有 

oo 1 o +o 1 t 

Pra <2 (2 a) 
因为 在 右边 的 各 项 中 间 ， 它 的 和 包括 了 左边 所 有 
的 项 。 但 这 不 等 式 右 边 不 超过 收敛 的 几 何 级 数 


2 


2 Bits SD lg” 的 部 分 和 有 界 ， 
f=} 


tzl 
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从 而 此 级 数 收敛 ， 但 实际 上 DY ig 发散， 得 
出 与 假设 矛盾 ， 故 命题 成 立 ， 


关于 :函数 有 许多 有 趣 的 性 质 。 尽 管 数 》 过 


是 发 散 的 ， 但 数列 ( 了 4- lon ) 却 是 收敛 的 ， 


而 且 收 敛 于 一 个 称 之 为 欧 拉 常数 的 数 ?。 
定理 2.7 证 明 数 列 ， detest 3 


二- ogni, H f= simi,” BE ye antics 


数 ， 
KY ` — ` Ay “ji Arie ~ = 
证 明 dhL, Meare Y~ Ls 


1 n+ _1_ ingi 
neil -log 9 daniz da= log (1+ 
1), wFxincecn+ -<i 

TS n 


所 以 


n+l dx n+i ie <[ 
T n+1 
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1 CL 1 1 
<log(1+ BSG 
这 个 不 等 式 说明 工 单调 递减 ， 而 数列 d, 单调 递 
增 。 Ld, < Ly 于 是 d, = 0 是 L, 的 一 个 下 界 。 换 


言 之 ， 序 列 La 收敛 于 极限 y，» = 0.5772156649 


?是 否 是 无 理 数 或 超越 数 ， 这 个 问题 也 是 至 
今 没有 解决 的 著名 世界 难题 。 
由 上 述 可 知 ， 级 数 


1,1 1 
vee fh ooh ee 
1 本 + 可 二 十 


发 散 。 而 县 容易 看 出 ， 数 列 Eu+ logn 非 常 缓慢 地 
递增 ， 例 如 ， L00000 + LOBsooo000= 14.39，…。 

E 函数 与 四 方 定 理 有 关 。 一 个 历史 修 久 的 丢 
番 图 问题 是 把 一 个 整数 写成 几 个 平方 的 和 。 完 
全 的 平方 数 是 1，4 ，9，16，25，36，…， 这 
是 每 个 小 学 生 都 知道 的 。 其 它 的 数 如 2，3，5， 
6 等 等 ， 都 不 是 平方 数 ， 但 它们 都 能 表示 成 平方 
数 的 和 ， 例 如 2= 1+1，3= 1+1+1，5=4+1， 
6=4+1+1。 这 些 都 是 非常 容易 的 ， 但 是 ,任何 
一 个 数 表 示 成 平方 和 ， 该 需要 多 少 项 ? 需要 四 项 
还 是 五 项 ? 随便 选 一 个 数 如 

15, 149, 200, 213, 266, 371, 
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是 否 需 要 把 许多 平方 数 加 起 来 才能 得 到 这 个 He 
R? 答案 是 四 个 数 就 足够 了 ， 因 为 15=9+4+1 
+1 超过 三 个 平方 数 的 和 ， 所 以 三 个 平方 数 有 时 
是 不 够 的 ， 这 个 管 案 首先 是 由 古 希 腊 人 发 现 的 ， 
象 古 希腊 人 发 现 的 许多 事实 一 样 ， 他 们 并 没有 给 
证 明 。 欧 拉 也 曾 预 言 ，“ 每 个 正 整 数 ， 都 是 四 个 
或 四 个 以 下 平方 数 的 和 。” 是 正确 的 。 人 们 发 现 
这 定理 叙述 容易 证 明 难 ， 

经 过 近 二 十 个 世纪 后 ， 雅 可 比 用 “函数 证 明 
了 关于 四 个 平方 和 的 定理 ， 这 与 古 希 腊 人 发 现 的 
完全 一 样 。 


1.3 “函数 的 应 用 


数学 需要 不 断 发 展 ， 人 们 的 思维 也 并 没有 止 
F E BRNO. KAREAR E T HB 
La(nn :的 级 数 ， 这 里 a(?0) 由 依赖 于 7 与 模 NN 的 
同 余 类 。 但 这 一 课题 似乎 没有 得 到 进一步 的 探 
讨 ， 直 至 19 世 纪 30 年 代 获 利克 菜 才 重新 考虑 了 这 
类 问题 ， 并 且 发 现 这 种 级 数 是 解决 数论 问题 的 强 
有 力 工具 。 这 一 成 就 使 得 这 类 级 数 从 此 冠 以 “ 获 
ARR WAR. 

获 利 克 菜 同时 引进 了 有 理 域 上 的 工 一 级 数 ， 
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例如 


SX 

= n 
这 儿 XX 是 特征 标 FEAR -nE XN+ 
a) = X(n)) 和 形 如 下 式 的 级 数 

2 Cam? + pt C1)s 
此 处 4,b,c 是 整数 ， 这 些 归 类 于 二 次 域 上 的 L— 
RR ANS A. 

自 此 以 后 ， 又 一 个 重大 步 又 就 是 对 任意 代数 
数 域 引 进 《 函数， 这 是 戴 德 金 做 的 ， 戴 德 金 已 充 
分 认识 到 这 些 函 数 对 代数 数 域 理论 的 价值 。 作 为 
他 的 理想 理论 的 直接 推论 ， 他 发 现 这 些 通 数 的 欧 
拉 乘 积 以 及 它们 与 理想 类 个 数 的 关系 。 在 他 看 来 
为 了 计算 类 数 ， 知 道 级 数 在 Re(S) 之 4 时 收敛 ， 以 
及 s 趋 于 1 时 5(S) 的 性 质 已 足 侨 ， 
现在 我 们 跨 一 大 步 ， 牙 入 本 世纪 。 BHA 

初 ， 希 尔 伯 特 开始 认识 到 ， 基 于 仙 罗 华 群 的 BP 
念 ， 互 反 律 与 代数 数 域 阿 贝尔 扩张 有 关 。 克 罗 内 
克 对 此 有 杰出 的 贡献 。 希 尔 伯 特 对 阿 员 尔 扩 张 作 
了 许多 猜测 并 证 明了 其 中 的 一 部 分 ， 汉 特 万 格 勤 
和 高 木 证 明了 另外 一 些 , 但 是 ,在 阿 丁 猜测 并 证 明 
能 的 互 反 律 之 前 ,这 座 大 厦 还 缺 一 个 屋顶 ,这 类 互 


NY 
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反 律 的 实质 在 于 ， 设 K 是 数 域 玉 的 妈 次 阿 贝尔 扩 
Ks Z(S) EK LAMBS CHWs MZ(s) 可 分 解 成 
n 个 因子 ， 每 个 都 是 的 工 一 级 数 。 这 里 的 L 
一 一 函数 是 1897 年 韦伯 把 获 利 克 莱 引 进 的 工 一 级 
数 的 直接 推广 ， 替 克 关 于 《函数 的 函数 方程 式 的 
证 明 对 这 些 函 数 同 样 适用 。 

把 5 函数 与 互 反 律 如 此 融洽 地 结 合 在 一 起 ， 
实 属 大 师 们 的 杰作 。 辐 时 ， 只 有 能 工 巧 区 才能 把 
它们 分 离开 来 ， 这 工作 是 由 阿 丁 做 的 ， 戴 德 金 与 
韦伯 以 戴 德 金 的 代数 数 域 作为 样板 时 讨论 了 模 p 
素 域 上 的 单 变量 代数 函数 ， 阿 丁 在 他 的 学 位 论文 
中 指出 了 如 何 把 戴 德 金 的 代数 数 域 的 5 函数 的 定 
义 推广 到 这 种 函数 域 ， 他 觉得 这 种 新 的 5 函数 与 
戴 德 金 原 来 的 函数 几乎 是 一 样 的 神秘 ， 虽然 他 可 
以 证 明 它们 是 po 的 有 理 函 数 ， 但 他 看 不 出 有 什 
么 理由 指望 它们 的 黎 曼 猜 想 的 证 明 与 经 典 的 要 容 
易 。 直 至 40 年 代 ， 魏 依 借助 于 数论 和 代数 几何 学 
解决 了 这 个 问题 。 并 提出 把 它 推广 到 一 般 代数 全 
上 的 猜想 ， 此 猜想 也 已 于 1973 和 1974 年 由 比利时 
数学 家 德 林 解 决 。 

然而 ,函数 理论 及 其 应 用 不 是 静止 不 前 的 ， 
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1.4 黎 曼 函 数 的 菌 数 方程 


黎 曼 函数 还 有 一 个 很 重要 的 问题 ， 就 是 5 函 
数 的 零点 分 布 问题 ， 其 中 函数 的 显然 零点 与 5 函 
数 的 函数 方程 有 紧密 的 关系 。 而。 函数 的 函数 方 
程 与 特殊 函数 全 密切 相关 ， 下 面 我 们 先 介绍 一 下 
了 函数 ， 

我 们 用 ?表示 下 面 的 极限 


<i tł 1-_ ) 
yelim (14543 + +ga Ogm 
= 0.5772157-- 


RVR AMER. 
定义 7 函数 是 由 下 面 的 等 式 给 定 的 


rae Aoi 


从 定义 可 以 看 出 8 平面 上 点 $=0,—-1,-2,+, 是 
(8s) 的 奇 点 ， 
定理 4.1 (KEAR) FA 


ro ATT) 068)" 


成 立 。 


证 明 ”由 7 的 定义 及 ?的 定义 ， 可 知 


， a tpt ~loge J 


= s-lime a +ytet—l—logm ) 
salg) 
a=1 
=S-lim ~slogm 
tim( ew Te) 
aim TT (1+ 2) Te) 


1 an 


a= 
= s-lim[ e-sioen] Je 
m= 
a=l 
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Ep; Ics) -Ta (a+ 5)". 


i 1:23 (n- 1) w 
推论 1 T(s)= lim ss = Dn 


推论 2 T(1)=T(2)=1, 
通过 上 述 T(s) 的 定理 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 关 
于 二 函数 的 函数 方程 。 
定理 4.2 SX 
r(s+1)=s- TCs) 


成 立 . 
证 明 ”由 定理 4.1， 我 们 可 知 
P(s+1)_ s _ 
Ts) ~ s+1 


sa CE) 
ce (ea) (a) 
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S : n N+S 
= Stim TI] tt. ts 


$+ law 1 N+8+1 
- 5_ jim (m+ DG+tD Zs 


S¢+]1 -oo M+il+s 

定理 证 毕 。 

推论 Tin+D=an, n 为 正 整 数 ，n = 1: 
23e n- 1).n, 

了 函数 的 另 一 种 形式 与 积分 有 关 ， 下 面 我 们 
给 出 这 种 形式 

定理 4.3 ~4Re(s)>ont 

los) =| ed 


证 明 ”由 本 节 定 理 4.1 的 推论 1， 可 知 


3 (n-m 
PGs) = limes ty crn) 


我 们 考虑 函数 
TCs; n) = [(1- tY edt 
= rfa -tdt 
ns 1 n s 
= Ef (1 一 t) dt 


= ml (G=t)"#8dt 
SJo 


n- (N— I) 
§:(S+1)--(s+n-—1) 


f dt 
0 


ne(n- 1) 
S (S+1) e (GG4n) 


=- 


因此 
I's) = limII(s; n) 


=lim | 1- $) edt 


Is) = fetat 
则 T,(s)- T (s) = limf f ts") [e~ 
- (1-47 Jats | 


后 一 积分 当 n-> + co 时 趋 于 零 。 其 次 ， 当 0<t<n 
时 ， 有 


a) et- (1-4) >0, 因为 


(1- a) = enpg() 


35 


ae GHEY) 


b 


wt 

fa] 

a 
( 

i 
oo 
mw 
1 

oh 
ee” 
i 
D 
i 
~ 
= 


因为 


t | t\" _ pitiog U1 +2) 
e >(1 + £) e 
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此 外 ， 当 0<y< 之 1 时 ， 
(l-y)"21-ny 
即 


由 此 可 知 ， 当 n+ co 时 ， 第 一 个 积分 趋 于 零 ， 
亦 即 ，Z,(s) = 7(s)。 

了 函数 是 一 个 特殊 函数 ， 它 具有 许多 奇妙 的 
性 质 ， 在 此 我 们 也 不 一 一 袭 述 了 。 下 面 我 们 给 出 
“函数 的 函数 方程 。 

定理 4.4 等 式 
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rir (5) =r (58) 


é(1-s) 
推论 ”函数 
(s) = 4s(s- Dr FT (0 3250- s) 
是 整 函数 ， 且 


&(s) = 6(5) 
关于 这 个 定理 的 证 明 ， 我 们 不 再 给 出 ， 有 兴 
趣 的 读者 可 参阅 梯 其 玛 希 《函数 论 》 一 书 Das. 
A 因为 当 5= ~ 2， 


一 4， — Gy, — 27, ae z =0, 所 以 CRA 


“全 


等 于 零 ， 当 s = 0 时 ， 因 为 一 -的 零点 与 《(1- 
r (3) 

s) 的 奇 点 相互 抵消 ,所 以 :函数 不 等 于 零 。 上 述 这 
些 零 点 我 们 通常 称 它们 为 “函数 的 显然 零 皮 。 除 
了 显然 零点 外 ， “函数 在 带 形 域 0<Reks)<1 上 
有 无 穷 多 个 非 显然 零点 ， 

下 面 我 们 给 出 关于 《函数 零点 的 一 个 非常 有 
趣 的 事实 。 
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定理 4.5 ”函数 函数 具有 无 穷 多 个 零点 pns 
0< Retps)<1, BE Di lol Rik. Tia THE 


HHS HS lon POH. EO 函数 的 零点 
就 是 5(s) 的 非 显然 零点 。 

推论 《函数 的 非 显然 零点 关于 直线 Re(S) = 
+ fulm(s) = 0 是 对 称 分 布 的 ， 
所 有 非 显然 零点 都 位 于 Re(s) = 的 直线 上 。 根 
据 后 来 西 格 尔 从 黎 曼 未 发 表 的 手稿 中 分 析出 ， 黎 
曼 当时 已 经 知道 CCs) 在 Re(s) = SBR LAH 
穷 多 个 零点 。 时 间 过 去 了 近 五 十 五 年 后 ， 哈 代 才 
得 到 这 一 结果 。 

1749 年 。 欧 拉 首 先 给 出 了 “函数 的 函数 方程 
的 部 分 证 明 ， 直 至 1859 年 ， 黎 蜡 才 给 出 《函数 的 
函数 方程 的 证 明 。 他 采用 了 两 种 方法 证 明了 CA 
数 所 满足 的 函数 方程 。 他 的 第 二 个 证 明 所 采用 的 
方法 是 非常 重要 的 。 他 通过 一 项 被 称 作 “ 米 林 变 
换 ” 的 技巧 把 函数 与 函数 

f(g) =1+q'+ gree 

联系 起 来 证 明 , 欧 拉 也 曾 考虑 过 函数 f(g), 但 只 是 
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认为 它 本 质 上 是 一 个 雅 可 比 的 《“ 函 数 。 这 样 ， 
一 个 新 的 主题 进入 了 我 们 的 数学 ， 这 个 主题 的 地 
位 也 因 赫 克 关 于 模 形式 的 工作 而 大 大 地 R 出 起 
来 。 它 与 当今 研究 的 模 函 数理 论 密切 相关 。 

E 函数 方程 的 另 一 个 极其 重要 的 应 用 ， 在 于 
炳 阅 函 数论 。 正 象 *(s) 的 函数 方程 把 < 在 8 与 1 一 8 
的 值 联 系 起 来 一 样 ，“ 通 数 的 函数 方程 式 把 4 = 
e”“ 与 9= e /的 值 联系 起 来 。 而 且 黎 曙 首先 发 
现 前 者 是 后 者 的 直接 推论 。 这 一 方程 在 雅 可 比 关 
于 焕 圆 函数 论 的 著作 中 首次 出 现 ， 并 且 刻 画 了 权 
圆 阴 数论 中 许多 本 质 性 的 概念 ， 在 后 来 论述 椭圆 
函数 的 理论 中 ， 处 于 愈 来 愈 显要 的 地 位 ， 

6 函数 的 主题 一 次 又 一 次 地 在 许多 数学 分 支 
中 出 现 ， 不 断 地 推动 了 数学 许多 分 支 的 发 展 ， 也 
因此 涌现 出 了 许多 杰出 的 数学 家 。 下面 几 章 我 们 
将 给 大 家 介绍 几 位 在 黎 曼 猜想 研究 中 作出 过 重要 
贡献 的 数学 家 ， 
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黎 曼 是 一 位 杰出 的 现代 数学 家 ， 现 代数 学 的 
开山 鼻祖 。 他 对 现代 数学 的 许多 分 支 的 发 展 产生 
了 深远 的 影响 ， 为 后 人 留 下 了 许多 宝贵 的 遗产 
供 数学 进一步 发 展 的 概念 ， 并 为 科学 的 发 展 
提供 相应 的 数学 基础 ， 仅 举 一 例 ， 爱 因 斯 坦 的 广 
义 相对 论 就 是 以 黎 曼 所 发 展 的 数学 为 基础 的 。 


2.1 黎 曼 和 他 的 猜想 


黎 曼 ，1826 年 生 于 德国 汉诺威 的 一 个 小 村 
庄 ，1866 年 因 患 结核 病 卒 于 意大利 北部 的 一 个 疗 
养 圣 地 。 整 个 数学 界 从 此 失去 了 一 位 最 富有 创造 
性 、 远 见 章 识 的 天 才 人 物 ,俗话 说 “名 人 该 多 受 
磨难 ”。 歼 曼 的 大 半生 就 是 这 样 度 过 的 。 他 出 身 
TT RBA RE, NORA, BBR 
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力 坚 持 学 习 。 尽 管 他 父亲 收入 有 限 ， 他 还 是 设法 
焉 得 良好 的 学 习 条 件 。 黎 曼 先 在 柏林 大 学 学 习 ， 
后 进 哥 廷 根 神学 院 ， 不 久 转 学 数学 ， 师 从 名 师 高 
斯 和 韦伯 。1851 年 ， 在 高 斯 的 指导 下 ， 以 其 才 
华 横 溢 的 论文 ， 在 哥 廷 根 大 学 获得 博士 学 位 ， 被 
公认 为 天 才 。 但 他 偏偏 没有 职业 ! 在 此 期 间 ， 更 
为 糟糕 的 臣 ， 他 家 人 口 众 多 ， 全 靠 他 一 个 人 来 养 
A. REKAGH PRAM, UERR, E1 
称道 的 是 ， 他 仍然 以 虔诚 的 热饮 从 事 数学 研究 ， 
他 的 研究 足迹 几乎 踏勘 了 现代 数学 的 每 一 个 领 
域 。 

1854 年 ， 歼 曼 儿 经 周折 成 为 哥 廷 根 大 学 的 一 
个 私 教员 ， 即 允许 作 一 些 讲演 并 收 学 生 的 酬金 。 
为 获得 这 个 职位 ， 他 发 表 了 关于 建立 在 几何 基 
础 假设 上 的 著名 讲演 。 这 被 公认 为 数学 史上 发 表 
的 内 容 最 丰富 的 长 篇 论文 。 该 论文 所 讨论 的 是 ， 
空间 和 几何 的 广泛 扩展 。 后 来 爱 因 斯 志和 其 他 人 
发 现 ， 歼 曼 的 研究 成 果 正 好 是 广义 相对 论 所 需要 
的 数学 背景 。 尽 管 许 多 抽象 理论 付 之 于 实际 ， 往 
往 是 预先 料想 不 到 的 。 然 而 数学 能 超前 刻画 物理 
世界 ， 是 何等 的 美妙 ! 

1859 年 黎 曙 终于 时 来 运转 ， 他 继承 了 获 利 克 
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根 大 学 的 教授 ， 当 选 为 德国 科学 院 院 士 。 为 了 说 

明 他 自己 的 才能 ， 在 德国 科学 院 院 刊 上 发 表 了 题 

为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 的 一 篇 著名 论 

文 。 提 出 了 空前 重要 的 猜想 一 一 黎 曼 猜想 ， 
所 谓 的 黎 曼 “函数 ， 是 指 


1,1 1 
S)z=— -一 see Z p 
EOD satata 


Eps=0+it, 4s 为 整数 时 ， 欧 拉 曾 指出 上 述 
函数 和 素数 分 布 之 间 的 关系 。 黎 曼 本 人 仔细 地 研 
究 了 5(S) 函 数 。 对 于 5(s) 的 零点 分 布 ， 他 证 明了 
当 g 之 1 时 ，6(5) = 0 无 解 ， 当 0 之 时， 只 有 S= 
-2，S= 一 4,…， -6 … 这 人 么 一 些 显然 零点 。 于 
是 在 复数 平面 上 ，2(3) 的 所 有 其 他 零点 只 可 能 在 
0<o<1, 这 个 无 限 伸 长 的 带 形 区 域 中 (如 图 2.,1)， 


42 


其 实 ， 黎 曼 在 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 
一 文中 ， 共 提出 了 六 个 猜想 .最 著名 、 至 今 未 获 
证 实 的 就 是 现 称 的 “ 黎 曼 猜想 ”。 即 方程 


让 + 站 + 可 + + Ds 


的 解 都 位 于 复数 平面 c = 1/2 这 条 直线 上 ( 见 上 图 
2.1). 

乍 看 起 来 ， 这 个 猜想 极为 简单 ， 它 仅 包 括 求 
一 方程 (Ss) = 0 的 解 。 虽 然 对 一 个 非 专业 工作 者 
来 说 似乎 是 复杂 了 些 ， 但 其 中 的 许多 内 容 都 是 一 
个 高 中 毕业 生 所 熟知 的 。 猜 想 的 提出 至 今 已 有 
百 余年 ， 但 猜想 仍 悬 而 未 决 。 一 位 法 国 大 数学 家 
曾 想 刻画 “上 等 数学 ”与 “次 等 数学 ”的 界限 ， 
他 说 ， “有 些 问 题 是 人 为 提出 的 ， 有 些 问题 是 它 
本 身 提 出 的 。” 我 们 所 谈 的 黎 曼 狂想， 显然 是 由 
“本 身 提出 的 >。 问 题 提 法 的 极端 简单 ， 结 合 证 明 
的 极端 困难 ， 使 之 成 为 真正 的 问题 。 况 且 黎 曙 猜 
想 的 解决 又 导致 解析 数论 乃至 数学 的 重要 发 展 ， 

1859 年 , 获 利 克 莱 过 早 地 离开 了 人 世 , 黎 曼 接 
替 了 他 的 职位 。 三 年 后 结 了 婚 ， 并 生 有 一 女孩 ， 
生活 是 美满 的 。 按 理 说 ， 此 时 黎 曼 正 处 于 不 断 再 
创造 的 黄金 时 期 。 但 好 景 不 长 ， 长 期 艰苦 的 磨难 
使 黎 曼 的 身体 过 早 地 衰退 ， 这 颗 数 学 太空 中 的 
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巨星 于 1866 年 陨落 了 ， 时 年 仅 40. “ARB 
死 丝 不 浙 ， 留 赠 他 人 御 风 寒 ”。 他 的 一 生 确 实 象 
&, WNW, WEY, BEA RHAR, 


2.2 “数学 王子 ”高 斯 和 获 利 克 菜 


“名 师 出 高 徒 。” 在 人 们 颂扬 黎 曼 对 数学 作 
出 的 伟大 贡献 的 时 候 ， 谁 都 不 会 忘记 他 的 导师 
“数学 王子 ”高 斯 ， 及 与 他 一 起 创 导 解 析 数 论 的 
RAO, 

高 斯 是 一 位 令 人 获 豚 的 数学 天 才 ， 历 史 上 
的 罗 兹 岛 上 的 阿波 罗 神 像 模 跨 18 世 纪 和 19 世 纪 
之 间 。 他 不 但 被 公认 为 是 39 世纪 最 伟大 的 数学 
家 ， 通 晓 自己 所 处 时 代 的 最 后 一 位 人 物 ， 而 且 与 
阿 基 米 德 和 和 牛顿 并 称 为 历史 上 景 伟大 的 三 位 数学 
家 。 

高 斯 ，1777 年 出 生 于 德国 不 伦 瑞 克 。 他 的 父 
亲 是 一 位 对 正规 教育 怀 有 偏见 的 劳动 者 。 他 的 母 
亲 , 明 然 自 己 没有 受过 教育 ,但 她 是 一 位 热情 鼓励 
孩子 学 习 ， 并 以 孩子 的 成 就 引 以 为 自豪 的 慈母 , 

历史 上 间或 出 现 神童 ， 高 斯 就 是 其 中 的 一 
个 。 关 于 他 ， 有 一 个 令 人 难以 置信 的 故事 ， 说 他 
年 仅 三 岁 时 发 现 了 他 父亲 的 一 个 算术 上 的 错误 。 
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另 一 个 是 常 讲 的 故事 ，1785 年 的 一 天 ， 他 的 老师 
为 了 证 全 班 同学 有 事 可 做 ， 要 他 们 把 1 到 100 的 数 
统统 加 起 来 .老师 知道 有 一 公式 可 以 解 这 道 题目 ， 
不 过 二 年 级 的 学 生 当然 不 会 知道 ， 老 师 有 把 握 偷 
闲 一 小 时 . 真 没 想 到 : 高 斯 立刻 就 走 到 老师 面前 ， 
送 上 正确 的 答案 ，5050。 商 斯 也 知道 这 个 公式 ! 

幸而 教师 有 了 眼力 ， 看 出 此 事 非 同 寻常 ， 这 是 
数学 史上 的 老 事 。 高 斯 的 父母 亲 没 受过 教育 ， 不 
可 能 教 给 他 这 个 公式 ， 那 肯定 是 他 自己 发 现 的 。 
于 是 一 位 冠 古 绝 今 的 大 数学 家 应 运 而 生 了 ， 从 此 
开始 了 他 的 事业 。 

1797 年 ， 年 仅 20 岁 的 高 斯 写 下 了 《 算 RH 
究 》 一 书 ， 开 创 了 数论 研究 的 新 纪 元 , 关于 数 
论 ， 他 曾 留 下 这 样 一 句 名言，“ 数 论 是 数学 的 女 
皇 ”。 有 些 人 却 不 喜欢 它 ， 说 它 是 “元 用 的 科 
学 ” .关于 这 一 点 ,可 以 注意 高 斯 的 男 一 句 名言， 
“数学 是 科学 的 女皇 ” 。 因 为 其 他 科学 建筑 在 数 
学 基础 上 的 ， 而 数 的 概念 显然 是 数学 的 核心 。 

这 里 我 们 无 眼 顾 及 高 斯 的 成 就 ， 也 不 试图 分 
析 高 斯 的 复杂 而 又 矛盾 的 个 性 。 他 是 一 个 怪人 ， 
有 时 超脱 于 世 外 ， 有 时 淡漠 无 情 。 但 他 又 是 一 个 
聪明 绝 项， 才智 过 人 的 智者 。 他 曾 被 形 AA: 
“能 从 九 霄 云 外 的 高 度 按 照 某 种 观点 掌握 星空 和 
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深奥 数学 的 天 才 。?” 高 斯 对 自己 的 科学 著作 总 是 
要 求 尽善尽美 。 他 坚持 这 么 一 个 信念 ，“ 宁 可 少 
些 ， 但 赣 好 些 ”， 他 选择 了 《 李 尔 王 》 中 的 下 面 
几 行 诗作 为 他 的 格言 : 

你 ， 自 然 ， 我 的 女神 ， 

我 要 为 你 的 规律 而 献身 . 

高 斯 深信 ， 数 学 要 有 灵感 ， 必 须 接触 现实 世 
界 ， 真 如 一 位 哲学 家 所 说 的 ，“ 智 慧 离 我 们 较 
近 ， 当 我 们 不 是 高 飞 而 是 俯首 于 大 地 的 时 候 。” 
高 斯 的 思维 方式 和 对 问题 的 精辟 见解 潜移默化 了 
他 的 学 生 获 利克 莱 和 黎 曼 。 

1855 年 ， 高 斯 去 世 后 ， 获 利克 菜 成 为 高 斯 的 
继承 人 。 对 于 这 样 一 位 有 才能 的 数学 家 ， 确 实 是 
一 个 治 当 的 荣誉 。 以 前 他 是 高 斯 的 学 生 ， 又 毕生 
崇敬 他 的 老师 。 有 一 个 讲述 获 利克 莱 和 他 伟大 的 
老师 高 斯 的 动人 故事 ， 在 1849 年 7 月 16 日 ， 高 斯 
获得 博士 学 位 五 十 周年 。 高 斯 高 兴 地 参加 了 哥 迁 
根 为 他 隆重 举行 的 庆祝 会 。 当 会 议 进行 到 某 议 程 
时 ,高 斯 不 知 不 党 地 将 他 的 不 朽 名 落 《 算 术 研 究 》 
的 一 张 原 稿 点 燃 ， 一 同 参 加 庆祝 会 的 获 利 克 莱 
象 见 到 犯 圣 赎 一 般 地 吃 了 一 惊 .他 冒失 地 从 高 斯 
手 里 挽救 了 这 一 页 ， 并 一 生 把 它 视 为 珍宝 珍藏 起 
来 。 他 的 编辑 者 在 他 死 后 找到 了 这 张 原稿 。 
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获 利克 菜 在 德国 和 法 国都 有 影响 ， 他 在 两 个 
国家 的 数学 和 数学 家 之 间 扩 架 起 的 桥梁 是 值得 称 
赞 的 ,他 除了 对 数学 本 身 作出 巨大 的 贡献 外 ,他 在 
使 一 些 高 斯 的 深奥 的 方法 易于 理解 上 也 作出 了 有 
价值 的 贡献 ， 他 那 精 采 的 《数论 讲义 》 至 今 仍然 
是 对 高 斯 数论 研究 最 通俗 易 懂 的 介绍 之 一 。1859 
年 获 利克 莱 离 开 了 人 世 ， 但 他 的 不 朽 名 字 在 高 等 
数学 中 永存 。 


2.3 素数 定理 


基于 黎 曼 那 篇 题 为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 
数 》 的 著名 论文 ， 后 人 所 取得 的 一 个 明显 的 胜利 
成 果 ， 就 是 现今 的 “素数 定理 ”。 这 个 问题 的 历 
中 值得 回忆 。 主 题 是 从 0 到 已 知 数 Xx 之 间 的 素数 
平均 密度 .假设 x(X) 为 不 超过 Xx 的 素数 个 数 ， 则 
小 于 100 的 素数 有 25 个 ， 即 r(100) = 25。 同 样 我 
们 可 以 数 出 小 于 1000 或 小 于 1,000,000 的 素数 个 


| 素数 之 100 | 素数 <1,000 bx. <1, 00000 


素数 个 数 | 25 | 168 | 78,498 


KAHH | 25% 16.8% 7.8% 


47 


数 。 这 样 数 下 去 就 得 到 小 于 一 百 、 一 千 或 一 百 万 
WERTH GER . 

大 约 在 1800 年 ， 勤 让 德 首先 观察 了 如 上 的 这 
个 表 ， 得 出 了 一 个 重要 的 猜想 ， 对 于 足够 大 的 数 
Xy n(x) TPR: 


I 
logx - 1.08366 


此 处 logx 表 示 % 的 自然 对 数 。 此 后 高 斯 又 独立 地 
建议 了 一 个 类 似 而 并 不 与 它 相等 的 公式 。 他 们 看 
出 各 区 间 的 素数 似乎 和 函数 log8x 有 关 ， 当 时 认为 
这 个 关系 简直 难以 理解 ， 

自然 对 数 函 数 logx 出 自 于 微 积 分 中 有 关 生 长 
和 衰亡 的 问题 ， 例 如 ， 设 想 一 笔 借 款 ， 利 率 
150%, 一 点 一 点 地 利 上 加 利 逐 渐 增 长 T 是 
10gX 代 表 一 元 钱 变 成 x 元 所 需 的 年 数 。 数 学 家 把 
复 利 中 钱 数 增 长 的 过 程 叫做 “指数 增长 率 ”。 把 
过 程 叙述 稍 加 改变 就 可 以 用 各 种 不 同 的 问题 ， 如 
人 口 增长 ， 放 射 性 衰变 ， 物 体 冷却 以 及 其 他 高 利 
率 问 题 。 


综合 勒 让 德 和 高 斯 铺 测 ，xCX) 可 用 -2 


来 逼近 。 用 百分比 来 表示 这 个 逼近 ，Xx 愈 大 逼近 
得 愈 好 〈 见 下 页 表 ) ， 可 以 看 出 ， 即 令 x 大 到 十 
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亿 ， 百 分 误差 仍然 很 大 。 然 而 ， 高 斯 不 仅 是 一 位 
数论 专家 ， 他 还 建立 了 数理 统计 ， 并 应 用 于 天 文 
和 素数 计数 这 样 两 个 不 同 的 问题 ， 高 斯 用 现今 统 
计 学 家 所 谓 的 “最 小 二 乘法 ”分 析 了 素数 公式 中 
误差 的 性 质 ， 他 的 结果 表明 ，X 足够 大 时 误差 极 


小 ， 


x KB Kx x/logx ARE 

一 千 168 | 144,8 16.0% 

AA | 78,498 | 72,382 8.4% 

tE | ar | 48,254,942 | 54% 
支持 素数 定理 成 立 的 数据 


这 个 “素数 定理 ” 《〈1800 年 时 还 是 猜想 ) E 
为 最 著名 的 猜想 而 震惊 数学 界 。 这 个 方程 的 一 端 
是 素数 个 数 ， 另 一 端 来 自 微 积分 的 函数 Jogx， 并 
且 和 人 日 增长 有 关 ， 这 是 离散 与 连续 结 成 的 “不 
We RR” 

对 于 勒 让 德 -高 斯 猜想 的 证 明 ， 五 十 年 间 训 
无 进展 。 首 先 在 这 个 方向 作出 重要 贡献 的 是 切 比 
晓 夫 。 他 在 1848 年 和 1850 年 相继 得 到 了 一 些 结 
果 。 尽 管 许多 数学 家 争 相仿 效 ， 得 到 了 一 些 结 
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果 。 但 最 终 发 现 他 的 方法 不 会 导致 问题 的 彻底 解 
决 ， 遂 被 抛弃 了 。 英 国 数学 家 西 尔 凡 斯 特 也 曾 
致力 于 “素数 定理 ”的 研究 ， 他 在 说 明 切 比 晓 夫 
贡献 的 意义 以 及 他 对 这 个 问题 的 展望 时 说 ，“ 但 
是 要 确立 这 种 可 能 性 的 存在 ， 我 们 或 许 要 等 待 在 
世界 上 产生 这 样 一 个 人 ， 他 的 智慧 与 洞察 力 象 切 
比 晓 夫 一 样 ， 证 明 自己 是 超人 一 等 的 。” 

当 西 尔 凡 斯 特写 下 这 些 东 西 的 时 候 ， 后 来 解 
决 “素数 定理 ?的 阿达 马 出 生 了 。 但 是 我 们 不 应 该 
仅仅 归功 于 个 别人 的 才华 。 前 人 的 劳动 ， 特 别 是 
黎 曼 关于 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 一 文 的 工 
作 ， 为 他 证 明 “ 素 数 定理 ” 铺 平 了 道路 . 

历史 告诉 我 们 ， 数 学 的 发 展 不 仅仅 依靠 于 已 
经 证 明了 的 理论 ， 还 依赖 于 那些 未 知 的 猜想 。 人 
们 通过 研究 这 些 猜 想 ， 在 研究 过 程 中 丰富 了 自己 
的 知识 ， 充 实 了 数学 思想 的 宝库 。1859 年 ， 黎 曼 
那 篇 题 为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 的 著名 论 
文 ， 尽 管 论 文 极为 简略 ， 证 明 脱 漏 很 大 ， 已 经 确 
证 的 很 少 。 但 自 此 以 后 ， 几 乎 所 有 素数 问题 与 之 
有 关 ， 开 辟 了 素数 分 布 理论 研究 的 一 条 新 途径 。 
三 十 年 间 其 他 数学 家 力图 证 明 黎 曼 论文 中 所 表达 
的 主要 结果 ， 但 都 徒劳 无 功 。 终 于 在 黎 曼 的 论文 
发 表 三 十 五 年 后 ， 阿 达 玛 首先 获得 了 重要 突破 ， 
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证 明了 其 中 的 三 个 猜测 。 不 久 ， 阿 达 玛 和 普 辛 几 
平 同时 于 1896 年 各 自 独 立 证 明了 “素数 定理 ”。 
他 们 的 证 明 巧 运 了 黎 曙 的 “新 思 ”。 以 后 ， 另 一 
位 数学 家 蒙 镶 特 证 明了 黎 曼 论 文中 的 另外 两 个 猜 
测 ， 最 后 遗 下 的 一 个 就 是 迄今 仍 未 解决 的 黎 曼 猜 
1, 

经 验 告诉 我 们 ， 正 是 那些 隐藏 得 非常 艰深 的 
问题 ， 才 会 常常 需要 对 邻近 的 事实 和 原理 有 更 深 
入 的 理解 ， 才 会 引导 充满 才智 的 人 们 去 为 丰富 人 
类 的 知识 而 奋斗 。 正 是 这 样 ， 数 论 才 成 为 数学 其 
他 分 学 科 中 许多 工具 的 一 喘 试 金石 。 由 此 数学 可 
以 检验 其 方法 的 价值 ， 衡 量 他 们 的 能 力 。 
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附 录 


歼 曼 在 题 为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 一 
MH, RECS) = DE (sorit) 提出 了 六 个 


猜想 : 

1》E(s) 在 带 状 区 域 0<o<1 中 有 无 穷 多 
个 零点 ， 

2) FNCT) RARC(S) FEM BO<OX<1, 0<t 
<T PHS ATR W 


NCT) = -二 -TiogT - 148829 p, 
+O(ogT) 


3) 若 以 o= B+iy 来 一 般 标记 E) 的 非 无 
MER WMS lo PWM, m2 lo RHG 


4) 整 函数 
E (S) = 977! (s- Ines (f+ 1) 


ae!’ ute 一 Sjer 
peat] Lee. RPAN) 


的 全 体 非 无 聊 零 点 ， 
5) EO 的 全 体 非 无 聊 零 点 都 位 于 直线 


o=—LE£; 


6) mM (x) = Sy ARA 
2a x 


(M(x+0)+H(x-0)), WAAR 
ali if a 
M(x) = lix- Dili tJe t- Dulogu 
-log2 (x>1) 
此 处 lix* = lietloe* Jy 


. utvi ezdz . 
liew =| wiz? w=utiv,vso 
ti 


= 20 世 纪 杰出 的 数学 
大 师 一 希 尔 伯 特 
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“我 们 必须 知道 ， 
我 们 必 将 知道 。? 
这 是 20 世 纪 伟 大 的 数学 大 师 大 卫 . 项 尔 伯 
特 毕 生 的 乐观 信念 ， 希 尔 伯 特 的 数学 工作 博大 
精深 ， 然 而 他 的 影响 并 不 完全 于 此 ， 他 以 他 的 信 
念 激励 了 许 许多 多 同时 代 人 ， 他 以 一 位 吹 征 人 的 
BAK BH ANSE. SG RHR 
入 数学 的 怀抱 ， 他 ， 又 以 一 位 歇 号 者 的 雄姿 吹 响 
了 浩 亮 仙人 的 进军 号 声 ， 发 起 了 攻克 数学 堡垒 的 
战斗 。 回 顾 他 留 下 的 数学 上 的 印迹 而 现在 正在 消 
失 于 地 平 线 上 的 数学 时 代 。 使 人 们 似乎 党 得 这 个 
时 代 比 起 前 后 两 个 时 期 更 到 完 美 、 更 趋 平衡 。 人 
们 今天 所 走 的 数学 道路 ， 在 许多 情况 下 可 追溯 到 
他 的 推动 。 光 明了 驰 去 ， 已 成 为 过 去 ,而 希 尔 伯 特 
精神 永存 ， 她 将 引导 数学 继往开来 ， 不 断 取得 成 
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功 ， 
3.1 数学 的 未 来 


1900 年 ， 新 世纪 迷人 地 展现 在 人 们 的 眼前 ， 
人 们 都 恒 慑 于 未 来 ， 科 学 正 期 待 着 重大 突破 ， 世 
界 各 国 的 政府 体制 正 处 于 变革 之 中 ……。 这 一 年 
的 8 月 6 日 第 二 届 国 际 数学 家 大 会 在 巴黎 隆重 
BY. 博学 多 才 的 德国 大 数学 家 大 卫 : 希 尔 伯 特 
在 会 上 作 了 一 个 著名 演说 ， 向 国际 数学 界 提 出 了 
二 十 三 个 尚未 解决 的 问题 ， 宣 告 数学 进入 20 世 
纪 。 这 些 问题 对 20 世 纪 数 学 的 发 展 方向 产生 了 特 
殊 的 影响 。 凡 是 解决 其 中 某 些 问题 的 人 ， 立 刻 就 
赢得 热烈 赞扬 ， 得 到 至 高 无 上 的 荣誉 。 这 一 演说 
揭示 了 数学 的 未 来 ， 成 为 世界 数学 史上 的 一 块 重 
ERR, HBS RRR TINA 
页 。 

科学 发 展 的 每 一 时 期 都 有 自己 的 问题 。 希 尔 
伯 特 站 在 当时 数学 研究 的 最 前 党， 高 隐 远 电 地 用 
二 十 三 个 数学 问题 ， 预 示 20 世 纪 数 学 发 展 的 进 
程 。 其 中 第 八 个 问题 涉及 两 个 课题 ，〈1 ) #2 
8, (2) 哥 德 巴 替 猜 想 。 而 这 两 个 狂想 恰恰 
是 20 世 纪 初 至 今 解析 数论 的 核心 问题 。 希 尔 伯 
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特 在 提出 问题 时 曾 指 出 ， 对 黎 曼 猜想 进行 彻底 讨 
论 之 后 ， 我 们 或 许 就 能 够 去 严格 地 解决 哥 德 巴 替 
猜想 。 现 在 20 世 纪 已 接近 尾声 ， 黎 曼 猜 想 和 哥 德 
巴 忒 猜想 仍然 都 是 至 今 没 有 解决 的 难题 。 

希 尔 伯 特 为 1900 年 的 重要 演说 曾 作 过 详细 的 
准备 。1899 年 ， 希 尔 伯 特 收 到 一 份 邀 请 ， 希 望 他 
在 1900 年 夏天 巴黎 举行 的 第 二 次 国际 数学 家 大 
会 上 作 一 个 主要 发 言 。 新 世纪 犹如 一 张 白 纸 ， 等 
待 着 人 们 去 描绘 出 宏伟 的 蓝图 ， 希 尔 伯 特 计划 在 
这 世纪 交替 之 际 作 一 个 与 这 个 重要 时 机 相称 的 发 
言 。 当 时 他 有 两 个 想法 ， 或 者 作 一 个 替 纯 数学 辩 
护 的 演讲 ， 或 者 讨论 一 下 新 世纪 数学 的 发 展 方 
向 ， 指 出 一 些 数学 家 应 集中 力量 加 以 解决 的 重要 
问题 。 在 给 他 的 好 友 、 杰 出 的 数学 家 因 可 夫 斯 基 
的 贺年 信 中 ， 提 到 子 上 述 两 种 想法 。1900 年 1 月 
5 日 ， 闵 可 夫 斯 基 回 信 说 ，“ 最 有 了 吸引 力 的 题 
材 ， 莫 过 于 展望 数学 的 未 来 ， 列 出 新 的 世纪 里 数 
学 家 应 当 努 力 解决 的 问题 。 这 样 的 一 个 题材 ， 将 
会 使 你 的 讲演 在 今后 几 十 年 的 时 间 里 成 为 人 们 议 
论 的 话题 ”。 不 过 闵可夫 斯 基 对 这 一 题材 发 表 了 
一 些 意见 ， 希 尔 伯 特 未 必 愿 意 把 自己 解决 某 些 问 
题 的 想法 公 诸 于 众 。 国 际 上 的 听众 未 必 对 此 感 兴 
趣 。 再 说 ， 做 预言 必 竟 不 是 一 件 容 易 之 事 。 
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对 希 尔 伯 特 来 说 ,在 国际 数学 家 大 会 上 报告 
自己 的 成 果 ， 远 比 提出 新 问题 容易 得 多 。 当 时 ， 
希 尔 伯 特 正 值 科学 创造 活动 的 盛 年 ， 业 已 作出 了 
VES ATAU HRS. 然而， 他 没有 以 他 的 优异 
论文 来 回答 数学 家 ， 却 选择 了 展望 未 来 数学 发 展 
的 题材 作 讲 演 。 希 尔 伯 特 在 思索 着 20 世纪 数学 
的 发 展 。 一 直到 该 年 6 月 份 ， 他 的 讲演 稿 还 没有 
写 出 来 ， 大 会 的 议程 表 已 经 发 到 了 代表 们 的 F 
中 ， 其 中 没有 列 入 他 的 讲演 。 闵 可 夫 斯 基 很 R 
望 ， 他 写 信 给 希 尔 伯 特 说 ，“ 我 已 经 没有 去 参加 
这 次 会 议 的 愿望 了 。?” 但 是 到 了 7 APH, HA 
伯 特 终于 给 闵可夫 斯 基 寄 去 了 一 包 样 稿 。 

真正 的 友谊 是 在 朋友 遇 到 困难 的 时 候 ， 共 担 
忧愁 和 痛苦 。 闵 可 夫 斯 基 不 再 说 他 不 想 去 巴黎 
了 .他 以 极 大 的 热情 和 替 维 茨 一 起 仔细 阅读 校 样 
并 作 了 研究 ， 帮 助 希 伯 特 作 进 一 步 修改 。 为 了 提 
出 二 十 三 个 问题 ， 希 尔 伯 特 从 准备 到 完稿 总 共 花 
费 了 整整 八 个 月 的 时 间 。 

重要 的 问题 历来 是 推动 科学 发 展 的 真正 动 
力 ， 但 一 位 科学 家 如 此 自觉 地 为 推动 科学 前 进而 
筹划 ， 并 且 如 此 持久 地 影响 一 门 学 科 的 发 展 ， 在 
历史 上 确 为 罕见 

1900 年 8 月 8 月 上 午 ， 迎 接着 20 世纪 数学 
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史上 的 一 个 重要 时 刻 的 到 来 。 一 位 不 到 四 十 模样 
的 人 登 上 了 国际 数学 讲坛 。 他 ， 虽 然 朴 实 无 华 ， 
却 透 逸 出 刚强 的 品格 和 卓越 的 才智 ， 吸 引 着 当时 
在 场 的 每 一 位 听众 的 心 。 他 就 是 希 尔 伯 特 。 

为 了 照顾 不 太 听 得 懂 德 语 的 听众 ， 须 尔 伯 特 
缓慢 地 、 审 慎 地 开始 了 他 的 讲演 。 

“我 们 当中 谁 不 想 揭 开 未 来 的 帷幕 ， 看 一 看 
今后 的 世纪 里 我 们 这 门 科学 发 展 的 前 景 和 奥秘 
Be? 我 们 下 一 代 的 主要 数学 思潮 将 追求 什么 样 的 
特殊 目标 ? 在 广 阀 而 丰富 的 数学 思想 领域 ， 新 世 
纪 将 会 带 来 什么 样 的 新 方法 和 新 成 果 ? 

“历史 教导 我 们 ， 科 学 的 发 展 具有 连续 性 。 
我 们 知道 ,每 个 时 代 都 有 它 自 己 的 问题 ,这 些 问题 
后 来 或 者 得 以 解决 ， 或 者 因为 无 所 神 益 而 被 抛 到 
一 边 并 代 之 以 新 的 问题 。 如 果 我 们 想 对 最 近 的 或 
将 来 的 数学 知识 可 能 有 一 个 概念 ， 那 就 必须 回顾 
一 下 以 往 未 解决 的 问题 ， 同 时 检阅 一 下 当今 科学 
提出 的 .期望 在 将 来 能 够 解决 的 问题 。 现 在 , 当 此 
世纪 更 选 之 际 ， 我 认为 正 适 合 于 对 问题 进行 这 样 
一 番 检 阅 。 因 为 ， 一 个 伟大 时 代 的 结束 ， 不 仅 促 
-使 我 们 追溯 过 去 ， 而 且 把 我 们 的 思想 引 疝 那 未 知 
的 将 来 。 

“ 某 类 问题 对 于 一 般 数学 进展 的 深远 意义 以 
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及 它们 在 研究 者 个 人 的 工作 中 所 起 的 重要 作用 是 
不 可 否认 的 。 只 要 一 门 科学 分 支 能 提出 大 量 的 问 
题 ， 他 就 充满 着 生命 力 ， 而 问题 缺乏 则 预示 着 独 
立 发 展 的 衰亡 和 中 止 。 正 如 人 类 的 每 项 事业 都 追 
求 着 确定 的 目标 一 样 ， 数 学 研究 也 需要 看 自己 的 
问题 。 正 是 通过 这 些 问题 的 解决 ， 研 究 者 锻炼 其 
钢铁 般 的 意志 和 和 力量 ， 发 现 新 方法 和 新 观点 ， 达 
到 更 为 广阔 和 自己 的 境界 。” 

“这 种 相信 每 一 个 数学 问题 都 可 以 解决 的 信 
念 ， 对 数学 工作 者 是 一 种 极 大 的 鼓舞 ， 在 我 们 中 
间 ， 常 常 听 到 这 样 的 呼声 ， 这 里 有 一 个 数学 间 
题 ， 去 找 出 它 的 管 案 。 你 能 够 通过 纯 思 维 R 到 
它 ， 因 为 数学 中 没有 不 可 知 ! ” 

根据 闵可夫 斯 基 和 赫 维 医 的 建议 尽量 缩短 他 
的 讲演 ， 希 尔 伯 特 只 从 讲稿 中 选 出 十 个 来 作 了 解 
说 ,其 中 头 三 个 问题 与 数学 基础 有 关 ， 接 下 来 讲 
了 选 自 算术 和 代数 的 四 个 问题 ， 着 重 说 明了 第 八 
问题 中 黎 曼 猜想 的 重要 性 。 最 后 三 个 是 从 通 数论 
中 提出 的 。 

希 尔 伯 特 的 演说 获得 了 极 大 的 成 功 。 在 国际 
数学 家 代表 大 会 其 余 的 日 子 里 ， 大 卫 BRAG 
关于 20 世 纪 的 数学 问题 却 吸引 了 整个 数学 界 的 
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想象 力 ， 大 批 数 学 家 投入 到 解决 希 尔 伯 特 问题 的 
激流 中 去 。 与 希 尔 伯 特 问题 有 关 的 第 一 个 重要 结 
果 是 在 1900 年 得 到 的 。 希 尔 但 特 的 学 生 德 恩 给 出 
了 第 三 问题 的 部 分 解答 。 次 年 ， 德 恩 完 全 解决 了 
这 个 问题 于是， 他 便 成 为 对 于 解决 希 尔 伯 特 二 
十 三 个 问题 作出 贡献 的 第 一 名 数学 家 ， 

迄今 为 止 ， 已 完全 解决 的 希 尔 伯 特 问 题 约 占 
一 半 ， 有 几 个 问题 比较 笼统 ， 难 以 判定 解 决 与 
否 ， 大 约 三 分 之 一 的 问题 悬而未决 ， 有 的 则 相差 
得 很 远 。 值 得 庆幸 的 是 中 图 数学 家 在 希 尔 伯 特 的 
第 八 和 第 十 六 问题 上 曾经 作出 过 一 些 贡 献 。 


3.2 MET HE 

1862451 5230, HRARHSFREBL 
的 哥 尼 斯 堡 QAR) 。 希 尔 伯 特 的 祖父 是 位 
RA. RA RB? RAR ARE 
位 法 国 乡 村 人 ， 母 亲 是 一 位 不 同 凡响 的 女性 ， 好 
不 仅 对 暂 学 和 天 文学 侈 有 兴趣 ， 还 热衷 于 素数 的 
BE. 

哥 尼斯 堡 ,这 可 是 一 座 不 平常 的 城市 .那里 曾 
经 培育 出 一 位 伟大 的 居民 一 -著名 哲学 家 康德 。 
他 是 古典 唯心 主义 的 创始 人 ， 一 生 没 有 离开 过 这 
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座 城 市 ,此 外 , 哥 尼 斯 堡 大 学 傍 倚 普 累 祝 尔 河 的 两 
条 支流 ， 有 七 座 桥 横 跨 普 累 格 尔 河 ， 其 中 有 五 座 
把 河岸 和 湖 心 岛 连接 起 来 。 这 些 桥 引 出 了 一 个 著 
名 的 数学 问题 一 一 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 ， 哥 尼斯 堡 
从 此 载 入 数学 史册 . 

希 尔 伯 特 的 成 长 深 受 康德 思想 的 影响 ， 每 年 
4 月 22 日 是 康德 诞 展 的 纪念 日 ， 他 陪伴 着 爱好 哲 
FERARO RER EA R, Ete MBE 
灵 深 处 铭记 下 这 样 一 句 格言 ; 

“世上 最 奇妙 的 是 我 头 上 的 灿烂 星空 和 我 内 
心 的 道德 标准 ”. 

他 的 父亲 对 他 的 教诲 是 ， 准 时 、 侩 朴 和 讲 信 
义 ;勤奋 .遵守 法 纪 , 他 的 母亲 必然 也 给 他 指点 过 
夜空 的 星座 ， 为 他 介绍 过 那些 饶 有 趣味 的 素数 ， 

希 尔 伯 特 八 岁 时 开始 上 学 ， 起 初 在 皇家 腓 特 
烈 预 科学 校 的 初级 部 ， 学 习 一 些 最 基本 的 知识 ， 
1872 年 秋 ， 由 于 苏 俄 沙皇 政府 迫害 狐 太 人 ， 一 家 
姓 阅 可 夫 斯 基 的 俄国 籍 狐 太 人 到 哥 尼 斯 堡 定居 ， 
和 有 希 尔 伯 特 家 只 隔 一 条 河 。 闵 可 夫 斯 基 家 有 三 个 
儿子 ， 才 华 都 很 出 众 ， 而 且 每 个 人 都 有 着 迷人 的 
性 格 ， 小 儿子 赫 尔 曼 的 数学 才能 尤为 突出 、 有 一 
堂 数学 课 , 老师 因 解 错 一 道 数学 题 而 “ 挂 黑板 ”， 
同学 们 异口同声 地 叫 道 ，“ 闵 可 夫 斯 基 ， 去 帮 攻 
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忙 ! ”。 相 比 之 下 ， 小 时 候 的 希 尔 伯 特 却 不 引 人 
注目 ， 希 尔 伯 特 回忆 时 说 自己 是 一 个 笨 孩 子 。 他 
孩提 时 的 朋友 党 证 道 ，“ 希 尔 伯 特 讲 过 的 每 一 件 
事情 ， 不 管 言语 多 人 么 令 人 费解 ， 甚 至 自 相 韦 盾 ， 
都 使 人 感觉 到 他 那 种 强烈 的 ， 常 常 是 感动 人 心 的 

项 尔 伯 特 求学 的 腓 特 立 预 科学 校 ， 在 哥 尼 斯 
堡 是 一 所 久负盛名 的 名 牌 学 校 ， 康 德 也 毕 业 于 
此 。 可 是 它 的 课程 因循守旧 ， 数 学 课 的 份量 也 属 
可 怜 的 少 。 希 尔 伯 特 认 识 到 自己 的 记忆 力 很 差 ， 
而 在 腓 特 烈 预科 学 校 所 设 的 大 部 分 课 非 要 死记 硬 
背 不 可 。 些 外， 他 理解 概念 的 反应 也 极 慢 。 学 习 
LA BE, FIA IR, LE RRR 
力 ， 刻 苦 用 功 地 学 习 . 每 当 理 解 一 件 事 情 时 ， 非 
得 通过 自己 的 消化 ， 彻 底 弄 清楚 不 可 。 

1879 年 9 月 ， 希 尔 伯 特 结束 了 腓 特 烈 预科 学 
校 那 些 令 他 不 愉快 的 有 日子， 转学 到 威 利 预科 学 
校 ， 那 里 非常 重视 数学 ， 老 师 更 是 悉心 给予 畏 
导 。“ 精 神 聚 ， 无 饭 不 成 ”。 和希 尔 伯 特 所 费心 血 
没有 白花 。 毕 业 时 ， 他 的 成 绩 出 类 拨 茜 ， 几 乎 每 
门 功 课 都 获 “ 优 等 ”， 数 学 更 好 ， 得 了 最 高 分 
“ 超 等 ”。 在 获取 毕业 文凭 的 考试 中 ,他 因 笔 试 成 
绩 出 色 , 免 去 了 日 试 ， 毕 业 证 书 的 品德 评语 中 写 
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道 ，“ 他 的 勤奋 好 学 堪 称 ‘模范 ' ， 对 科学 有 浓厚 
的 兴趣 ", “他 对 数学 表现 出 强烈 的 兴趣 ， 并 且 理 
解 透彻 ， 他 能 以 极 好 的 方法 掌握 老师 讲 授 的 课 
程 ， 并 能 正确 地 、 灵 活 地 运用 它们 ”。 

的 确 ， 希 尔 伯 特 已 经 找到 了 一 门 非常 适合 于 
他 的 课程 -一 -数学 。 正 如 他 后 来 所 说 的 ， 因 为 它 
无 须 死记 ， 按 照 推理 总 能 推导 出 结果 。 以 后 ， 希 
尔 伯 特 在 数学 这 个 广阔 天 地 里 ， 取 得 了 许多 重大 
成 果 。 他 把 这 些 成 就 归 因 于 勤奋 ， 并 喜欢 引用 名 
a: “RAMEE. ? 


3.3 希 尔 伯 特 与 黎 曼 猜想 


不 象 历史 上 那些 喜欢 孤独 甚至 黑 默 无 闻 进 行 
创造 的 伟大 和 天才， 希 尔 伯 特 的 天 性 充满 生活 的 热 
情 ， 他 谋求 同 其 他 人 交往 ， 尤 其 同 青年 科学 家 来 
往 ， 并 且 在 交流 思想 中 得 到 乐趣 。 文 静 的 闵可夫 
斯 基 进 入 希 尔 伯 特 的 生活 图 中 ， 使 希 尔 伯 特 享受 
到 更 大 的 欢乐 。 希 尔 伯 特 在 家 里 频繁 举行 晚会 ， 
晚会 上 也 常 跳 锋 但 主要 的 内 容 是 谈话 。 参 加 晚 
会 的 人 们 争先 恐 后 地 提出 或 问答 问题 ， 产 生 一 股 
浓烈 的 学 术 气氛 。 

有 了 时， 有 人 会 提出 一 个 话题 ， 并 间 希 尔 伯 特 
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有 何 见解 ， 比 如 他 对 占星 学 怎么 看 ? 没有 片刻 的 
犹豫 ， 希 尔 伯 特 就 会 用 毫 无 改变 的 口音 斩钉截铁 
地 回答 说 ，“ 要 是 把 天 底下 最 聪明 的 十 个 人 集合 
超 来 ， 请 教 他 们 世界 上 最 思春 的 事情 是 什么 ? 他 
们 一 定 会 告诉 你 ， 没 有 比 占 星 学 再 愚 剧 的 了 1 ". 
有 时 大 家 会 谈 到 对 伽利略 的 宗教 审判 ， 有 人 责备 
伽利略 没有 为 了 自己 的 信念 坚持 到 底 。 和 希 尔 伯 特 
则 表示 反对 “伽利略 并 不 是 一 个 傻瓜 ， 只 有 傻瓜 
才 相 信 科学 和 真理 需要 宗教 式 的 殉道 ， 科 学 成 就 
要 依靠 时 间 来 证 明 自 身 的 正确 ,闵可夫 斯 基 不 象 
希 尔 伯 特 那样 佩 侃 面谈， 但 他 所 发 表 的 意见 非 党 
中 肯 , 总 是 切中 题 意 ,由 于 他 从 小 喜欢 阅读 莎 士 比 
亚 、 席 勒 和 歌德 等 名 人 的 作品 ， 文 学 水 准 很 高 。 
他 常 引用 《 浮 士 德 》 里 的 诗句 ， 并 且 用 得 很 贴 
切 。 当 他 谈论 时 ， 和 希 尔 伯 特 在 一 旁 倾心 而 听 。 而 
希 尔 伯 特 自己 在 发 表意 见 时 就 要 大 胆 得 多 。 

当 人 们 问 起 希 尔 伯 特 将 来 最 重要 的 技术 是 什 
Al BETREF: “SHARE AME 
Wh.” HHA? “因为 实现 这 一 目标 ， 所 必须 解 
决 的 附加 技术 问题 ， 就 意味 着 要 解 人 类 面临 的 几 
平一 切 物质 困难 。 ”最 重要 的 数学 问题 是 什么 ? 
他 不 加 思索 地 管道 ，“6 函 数 的 零点 问题 ， 不 仅 在 
数学 上 最 重要 ， 而 且 是 绝对 的 重要 ! ” 
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然而 ， 科 学 发 展 至 今 ， 人 类 可 以 乘坐 宇宙 飞 
船 登 上 月 亮 ， 驾 驶 航天 飞机 到 太空 中 道 游 。 但 对 
于 数学 中 的 黎 曼 猜想 却 知道 得 很 少 。 

关于 黎 曼 猜 想 ， 有 这 么 一 段 放 事 。 其 是 否 真 
实 并 不 清楚 。 有 一 次 希 尔 伯 特 的 一 个 学 生 交 来 一 
篇 证 明 黎 曼 猿 想 的 论文 。 由 于 所 提问 题 是 最 极端 
地 重要 且 因 难 的 问题 ， 希 尔 伯 特 仔细 审阅 了 这 篇 
文章 ， 被 它 的 深刻 的 论证 紧 紧 地 吸引 住 了 ， 但 可 
异 在 其 中 发 现 了 一 个 他 自己 也 无 力 纠正 的 错误 ， 

人 最 宝贵 的 是 生命 ， 然 而 生命 是 由 一 分 一 秘 
的 时 间 累 积 起 来 的 。 有 了 时 间 ， 才 能 争 取 到 一 
切 。 第 二 年 ， 这 位 学 生 不 幸 失 去 了 所 具有 的 最 宝 
贵 的 生命 。 希 尔 伯 特 万 分 悲痛 ， 向 死者 的 双亲 请 
RLF RRR MLB, FILET 
EMATET, RERNE. LAA 
友 们 的 一 片 哀 哭 声 中 ， 希 尔 伯 特 致 了 悼词 。 他 首 
先 指 出 ， 这 样 一 位 年 轻 的 天 才 ， 在 他 的 才华 还 没 
有 得 到 充分 发 挥 以 前 就 离开 了 人 世 ， 这 是 多 人 么 令 
人 痛惜 啊 ! 希 尔 伯 特 接着 说 ， 这 个 年 轻 人 对 黎 曼 
猜想 的 论文 虽然 有 错 ， 但 沿 着 他 的 路 子 走 下 去 ， 
是 有 可 能 解 这 个 著名 间 题 的 ， 事 实 上 ， 希 尔 伯 特 
BATAAN SESH, BRA 
动人 们 去 排除 困难 险阻 ， 去 征服 黎 押 猜想。 
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希 尔 伯 特 一 直 非 常 重视 解决 黎 曼 猜想 ， 把 猜 
想 列 为 巴黎 演说 的 第 八 个 问题 。 面 对 这 样 一 道 
“超级 ”难题 ， 象 他 这 样 一 位 数学 大 师 也 只 能 望 
洋 兴 叹 ， 爱 英 能 助 。1914 年 ， 险 代 在 黎明 猜想 研 
究 上 了 到 得 惊人 突破 的 时 候 ， 和 希 尔 伯 特 再 次 唤起 信 
心 ， 认 为 最 近 对 猜想 的 研究 已 取得 很 大 的 进 农 ， 
有 禹 望 能 在 自己 活着 的 时 候 见 到 它 的 证 明 ， 但 事 
RË. 

后 来 ， 许 多 数学 家 在 希 尔 伯 特 发 展 起 来 的 代 
数 域 理论 的 基础 上 ， 证 明了 类 似 的 黎 曼 猜想 。 但 
黎 曼 所 提出 的 猜想 至 今 仍 无 法 解决 。 


3.4 共同 的 事业 ， 真 诚 的 友谊 


在 19 世 纪 数 学 王国 里 ， 答 立 着 高 斯 的 伟大 
形象 。 对 于 这 个 日 益 繁 荣 的 精神 世界 ， 不 断 涌现 
出 康德 , 黑 格 尔 , 费 尔 巴 赫 、 马 克 思 \ 席 勒 、 歌 德 、 
贝多 芬 等 等 一 大 批 杰出 人 物 。 柏 林 已 经 成 为 德国 
的 文化 中 心 。 希 尔 伯 特 很 幸运 ， 他 的 家 乡 虽 然 远 
离 文化 中 心 ， 但 那里 的 哥 尼 斯 堡 大 学 却 是 一 所 具 
有 优良 传统 的 大 学 。 高 斯 时 代 仅 次 于 高 斯 的 大 数 
学 家 雅 可 比 就 曾 执 教 于 此 。1880 年 K, 希 尔 伯 
特 进 入 大 学 。 一 开始 他 就 发 觉 大 学 的 生活 与 从 
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前 预科 学 校 的 严格 校 纪 有 天 壤 之 别 。 教授 们 想 教 
什么 就 教 什么 ， 学 生 想 学 什么 就 学 什么 ， 平 时 也 
不 考试 ， 直 到 为 取得 学 位 才 考 一 次 。 自 由 发 展 的 
环境 ， 为 希 尔 伯 特 攻读 数学 提供 了 良好 的 条 件 ， 
他 全 力 以 赴 地 致力 于 学 习 数 学 ， 并 且 不 顾 父 亲 的 
反对 ， 坚 持 把 它 选 作 自己 将 来 的 职业 ， 

大 学 的 第 二 学 期 ， 按 规定 学 生 可 以 转学 ， 他 
选择 了 海德 堡 大 学 ,亲征 聆 昕 了 名 家 富 克 斯 的 
R. 富 克 斯 的 课 别 具 革 心 。 他 课 前 不 作 太 多 的 准 
备 ， 课 堂上 习惯 于 把 自己 置 于 险 境 ， 对 要 讲 的 内 
容 现 想 现 推 ， 为 的 是 让 学 生得 到 瞧 一 瞧 数 学 思想 
的 实在 过 程 的 机 会 ， 这 种 “ 现 想 现 推 ” 式 的 教学 
为 希 尔 伯 特 终 身 难 忘 。 接 着 一 学 期 ， 希 尔 伯 特 本 
来 可 以 转 往 柏林 听课。 由 于 他 深 深 地 着 恋 着 故 
乡 ， 于 是 他 打 然 回 到 哥 尼 斯 堡 大 学 。 以 后 ， 一 直 
到 他 在 哥 尼 斯 堡 念 完 大 学 . 

1882 年 秋季 ， 年 仅 十 七 岁 的 闵可夫 斯 基 结 束 
了 三 个 学 期 在 柏林 的 学 习 生 活 , 回 到 哥 尼 斯 堡 ,这 
时 ， 他 正 蹲 践 满怀， 沉浸 对 一 项 很 深奥 的 研究 之 
中 ， 企 求 赢得 巴黎 科学 院 的 数学 科学 大 奖 。 已 获 
科学 院 出 榜 征 解 的 题目 是 ， 将 一 个 数 表 成 五 个 平 
方 数 之 和 。 闵 可 夫 斯 基 的 研究 结果 大 大 超过 了 原 
问题 。 科 学 院 的 接受 稿件 的 截止 期 快 到 了 ， 和 根据 
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比赛 规则 非 要 译 成 法 文 ， 而 闵可夫 斯 基 已 来 不 及 
把 它 翻 译 成 法 文 。 事 已 如 此 ， 他 还 是 决定 投稿 应 
征 ， 在 题 首 引 用 了 这 样 一 句 格言， 

“没有 什么 比 真 更 美好 ,了 唯 独 真实 最 可 爱 ”， 

型 年 ， 比 赛 揭 晓 了 ， 刚 满 十 八 岁 的 闵可夫 斯 
基 与 英国 著名 数学 家 亨利 . 史密斯 共享 了 这 份 大 
奖 。 闵 可 夫 斯 基 成 了 哥 尼 斯 堡 的 “知名 人 士 ”. 
此 时 此 刻 ， 此 情 此 景 无 不 振奋 希 尔 伯 特 的 精神 。 
他 很 快 地 同 这 位 须 胱 、 稍 带 口 吃 、 却 颇具 才气 的 
闵可夫 斯 基 交 上 了 朋友 .这 两 个 年 轻 人 的 家 境 不 
同 , 性 格 迎 异 ， 但 是 ,共同 的 志趣 使 他 们 和 谐 地 结 
合 在 一 起 ， 研 究 共同 的 事业 ， 

1884 年 者， 哥 尼 斯 堡 来 了 一 位 年 轻 富 有 才华 
的 教师 ， 名 电 阿 尔 道 夫 ， 替 维 蒋 。 他 年 纪 不 足 二 
TES, RARER DEREK AE MER, 
他 象 闵可夫 斯 基 一 样 ， 在 数学 方面 留 下 了 天 资 早 
熟 的 美誉 。 在 预科 学 校 学 习 时 ， 他 的 数学 才华 就 
显露 出 来 ， 得 到 老师 符 伯 特 的 青睐 ， 毛 以 老师 在 
每 星期 天 专门 向 蔚 维 茨 讲授 他 自己 所 擅长 的 学 问 
一 一 “每 伯 特 演 算 ”。 并 且 千 方 百 计 地 鼓励 赫 维 
茨 的 父亲 ， 支 持 他 的 孩子 学 习 数学 。 后 来 ， 幸 维 
茨 在 当时 德国 最 了 不 起 的 年 轻 数 学 家 菲 力克 斯 ， 
克 莱 芮 门下 ， 获 得 博士 学位， 这 位 见 多 识 广 、 志 
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学 多 才 ， 仅 比 希 尔 伯 特 大 三 岁 的 替 维 茨 ， 成 了 第 
尔 伯 特 和 闵可夫 斯 基 的 真正 老师 。 

当 希 尔 伯 特 一 接触 这 位 新 老师 ， 就 从 他 的 说 
E, AIDS RZ: 他 那 眼 睛 闪烁 出 聪慧 和 快 
意 的 光芒， 象征 着 他 的 精神 。 希 尔 伯 特 和 闵可夫 
PILAR RD ERT ERR. BREE 
“ 准 五 时 ”， 会 聚 在 苹果 树 下 ， 一 起 散步 ， 讨 论 
数学 问题 ， 开 创 了 史无前例 的 交流 方式 ， 在 日 复 
一 且 的 散步 中 ， 他 们 几乎 走 志 了 数学 世界 的 每 一 
个 王国 ， 讨 论 了 当代 数学 的 现状 ， 互 相交 流 彼此 
的 想法 、 最 新 得 到 的 结果 和 未 来 准备 做 的 工作 . 
苗 维 区 以 其 全 面 ， 系 统 的 知识 对 另外 两 位 有 着 深 
刻 的 影响 。 希 尔 伯 特 从 这 种 有 趣 而 又 使 人 容易 接 
受 的 学 习 方式 中 ， 象 海 编 吸水 一 样 吸 晚 着 数学 知 
识 ， 给 自己 的 未 来 事业 打下 了 稳固 而 又 全 面 的 基 
础 。 难 怪 乎 有 人 说 ， 希 尔 伯 特 所 受到 的 最 大 影响 
不 是 主要 来 自 看 书 、 听 课 和 参加 讨论 班 ， 而 是 来 
自 与 两 位 青年 数学 家 的 交往 。 

A RAG AS EK BERET NPE. EZ 
了 取得 博士 学 位 的 必 经 之 路 ， 开 始 考虑 选 什么 题 
目 来 作 他 的 学 位 论文 。 在 他 的 导师 林 德 曼 建 议 
下 ， 选 择 了 当时 最 时 兴 的 课题 一 -代数 不 变量 理 
论 。 虽 说 代数 不 变量 理论 是 当时 非常 热门 的 课 
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题 ， 但 究 其 渊源 却 要 追 滴 到 17 世 纪 第 卡 儿 发 现 的 
解析 几何 。 其 中 所 提 及 的 坐标 变换 就 是 研究 一 个 
图 形 相对 于 坐标 轴 改 变 时 ， 图 形 本 身 的 形状 和 大 
小 不 变 。 相 应 的 代数 形式 的 某 些 性 质 亦 保 持 不 
变 。 经 过 近 一 个 半 世 纪 的 发 展 ， 代 数 不 变 量 的 内 
容 与 昔日 已 不 可 比拟 。 难 题 的 解决 有 助 于 考究 一 
个 人 的 才能 。 显 然 ， 这 次 希 尔 伯 特 显示 出 了 他 的 
创造 能 力 ， 找 到 了 一 条 独树一帜 的 证 明 方 法 ， 漂 
亮 的 结果 引得 了 导师 林 德 曼 和 数学 界 其 他 同行 的 
RE. 

论文 的 手 抄本 用 快件 寄 给 了 闵可夫 斯 基 。 他 
的 父亲 刚 去 世 ， 他 在 家 里 陪伴 着 他 的 母亲 。 闵 可 
夫 斯 基 回 信 给 希 尔 伯 特 道 ，“ 我 以 极 大 兴趣 研读 
了 你 的 论文 。 整 套 处 理 方法 都 使 我 高 兴 万 分 。… 
我 从 没 想 到 这 么 精彩 的 数学 定理 会 出 现在 哥 尼 斯 
煲 ! ”闵可夫 斯 基 的 称誉 振奋 着 希 尔 伯 特 的 精 
神 。 希 尔 伯 特 最 后 通过 了 口试 ， 并 获得 了 哲学 搜 
士 学 位 ， 在 科学 研究 生涯 中 又 近 开 了 一 步 。 不 
久 ， 希 尔 伯 特 又 通过 了 国家 考试 ， 获 得 了 可 尼斯 
堡 大 学 的 讲师 资格 。 此 后 ， 又 攻克 了 不 变量 理论 
中 著名 的 果 尔 丹 问题 。 

1885 年 夏天 ， 闵 可 夫 斯 基 回 到 了 哥 尼 斯 堡 ， 
并 取得 了 博士 学 位 ， 紧 接着 被 召 服 兵役 。 两 个 人 
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的 分 离 ， 并 没有 影响 他 们 间 的 友谊 ， 他 们 用 书信 
来 往 相互 交流 思想 ， 

在 德国 各 大 学 中 争夺 学 术 职 衔 的 竞争 是 非常 
激烈 的 ， 当 了 八 年 副教授 的 替 维 茨 接受 了 瑞士 一 
所 大 学 任 正 教 授 的 提 和 名。 尽管 这 意味 着 那 日 介 一 
日 的 数学 散步 的 结束 ， 但 却 使 希 尔 伯 特 得 以 接 炮 
赫 维 茨 的 位 置 。 

1892 年 8 月 ， 教 授 会 议决 定 ， 由 希 尔 伯 特 接 
任 赫 维 芯 的 职位 。 他 把 这 消息 告诉 了 闵可夫 斯 基 
的 时 候 ， 同 时 宣布 了 他 举行 婚礼 的 日 子 。 让 他 的 
BRAM AR BID SRA RR, 

RA, RHBRZTRERASMBR, M 
由 31 岁 的 希 尔 伯 特 接任 林 德 曼 的 职位 。 这 也 为 闵 
可 夫 斯 基 来 哥 尼 斯 堡 接 任 希 尔 伯 特 的 副教授 职位 
带 来 了 良好 的 转机 。 希 尔 伯 特 竭力 争取 为 他 的 朋 
友 获 得 了 这 一 职位 。1894 年 春天 ， 随 着 闵可夫 斯 
基 的 到 来 ， 每 天 到 苹果 树 下 和 散步 以 及 关于 数论 的 
讨论 又 重新 开始 了 。 自 古道 ，“ 月 有 阴 晴 贺 缺 ， 
此 事 古 难 全 。” 过 不 了 多 久 ， 这 两 位 肝胆 相 照 的 
朋友 又 得 分 离 。12 月 初 ， 希 尔 伯 特 接 到 了 世 所 公 
认 的 德国 数学 界 的 领袖 克 菜 茵 来自 哥 廷 根 的 信 ， 
信 中 说 道 ，“ 我 将 尽力 让 你 取得 这 里 的 任命 。” 
“为 了 我 的 科学 团体 ， 我 需要 你 这 样 的 人 。 因 为 
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你 的 研究 方向 ， 你 丰富 而 强 有 力 的 数学 思想 ， 以 
及 你 处 在 富 于 创造 活动 的 年 龄 。” “你 还 能 产生 
使 我 返老还童 的 影响 。” “但 是 有 件 事 你 今天 就 
得 答应 我 ， 倘 若 你 接 到 任命 ， 你 将 不 会 谢绝 ! ” 

在 克 莱 茵 的 竭力 支持 下 ， 和 希 尔 伯 特 在 哥 延 根 
获得 了 教授 职位 。 希 尔 伯 特 虽然 高 兴 地 接受 了 机 
延 根 的 教授 职位 .但 也 有 两 件 事 使 他 烦恼 .其 一 ， 
他 的 夫人 喀 娣 不 太 愉 快 。 其 二 ， 哥 廷 根 的 社会 环 
Bi, 虽然 能 给 希 尔 伯 特 在 科学 上 了 予以 更 大 的 激励 ， 
但 缺少 他 在 哥 尼 斯 堡 已 经 习惯 了 的 热烈 气氛 ， 

在 哥 尼斯 堡 ， 闵 可 夫 斯 基 几 乎 立即 接 兰 了 他 
朋友 的 职位 ， 闵 可 夫 斯 基 在 新 职位 上 很 愉快 .但 
是 ， 自 从 希 尔 伯 特 离开 哥 尼 斯 堡 后 ， 他 再 也 没有 
到 华 果 树 下 散 过 一 次 步 。 

1895 年 3 H, BARA RS TER, 差不多 
是 高 斯 到 达 之 后 的 整整 一 百年 。 希 尔 伯 特 来 到 哥 
廷 根 后 ， 认 真 准 备 着 1893 年 德国 数学 会 要 求 他 和 
闵可夫 斯 基 在 两 年 内 合作 完成 的 一 篇 数论 报告 ， 
他 把 它 当 作 未 来 希望 的 重要 基 础 。1896 年 希 尔 
伯 特 的 那 部 分 报告 接近 完成 ， 而 闵可夫 斯 基 那 部 
分 由 于 种 种 原因 不 能 按时 完成 。 全 稿 的 清 样 工作 
都 由 闵可夫 斯 基 和 赫 维 芯 极 为 仔细 地 研读 ， 他 们 
的 建议 和 修改 意见 不 断 地 寄 往 哥 廷 根 ， 使 希 尔 伯 
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特有 点 不 硬 烦 了 。 闵 可 夫 斯 基 反 而 为 此 写 信 安 昧 
fh: “细致 有 好 处 。”“ 报 告 很 快 会 完成 ， 并 获 
得 高 度 的 评价 ， 请 您 想 想 这 点 ， 并 以 此 告慰 自 
己 。” 报 告 定稿 后 ， 希 尔 伯 特 为 它 写 了 一 篇 序 
言 ， 充 分 表达 了 自己 撰写 这 篇 杰作 的 思想 方法 . 
《报告 》 出 版 后 ， 闵 可 夫 斯 基 又 以 最 大 的 热忱 写 
信和 祝贺 道 ，“ 我 相信 ， 在 不 久 的 将 来 ， 你 将 会 列 
入 数论 领域 中 伟大 的 经 典 学 者 的 行列 。” 

义 过 了 几 年 ， 时 间 的 进程 已 推 向 1908 年 。 这 
年 夏天 ， 往 常 显 得 豪爽 和 乐观 的 希 尔 伯 特 变 得 神 
经 过 敏 、 精 神 忱 愧 。 闵 可 夫 斯 基 却 处 在 富有 巨大 
创造 力 的 顶峰 。 他 为 相对 论 引 进 了 他 自己 提出 的 
极为 简单 的 数学 空 一 时 观 ， 根 据 这 种 思想 ， 同 
一 现象 的 不 同 描述 能 用 极其 简单 的 数学 方式 表示 
出 来 。 当 阅 可 夫 斯 基 把 奇妙 的 数论 所 在 一 边 研究 
电动 力学 时 ， 从 夏天 的 心 衰 力 竟 之 中 恢复 过 来 的 
逢 尔 伯 特 却 被 一 个 声名 昭著 的 经 典 数论 问题 诱 进 
了 数论 园子 。1770 年 ， 英 国 数学 家 爱德华 ， 华 林 
斯 言 ， 每 一 个 整数 必 可 表示 为 四 个 平方 数 之 和 、 
九 个 立方 数 之 和 、 十 九 个 四 次 方 数 之 和 等 等 ， 一 
般 地 ， 任 给 一 整数 n, 必 存在 整数 ， 使 得 对 任意 正 
整数 N， 下 述 不 定 方程 有 整数 解 ， 


N=X +04 TI 420 = 
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2，…K) 

希 尔 伯 特 沿 着 赫 维 芯 所 指引 的 路 ， 在 1908 年 年 
底 ， 他 得 到 了 华 林 定理 的 一 个 证 明 ，、 距 华 本 首次 
提出 他 的 猜想 正好 138 年 ， 

可 是 ，1909 年 1 月 21 日 闵可夫 斯 基 还 没 来 得 
及 岗 他 的 老 朋 友 祝 贺 ， 患 阐 尾 炎 医 治 无 效 ， 离 开 
了 人 雇 。 他 还 不 满 45 岁 ， 正 充满 着 生命 的 活力 ， 
正 投身 于 他 最 总 爱 的 事业 ， 正 处 在 他 科学 创造 活 
动 的 高 峰 ， 他 就 这 样 离开 了 欢乐 多 于 误 A AY 世 
界 。 强 有 力 的 数学 家 也 都 象 常 人 一 样 为 之 无 措 手 
足 ， 克 莱茵 发 现 自己 平静 地 讲话 是 困难 的 ， 希 尔 
伯 特 和 龙 格 好 象 变 了 样 ， 他 们 眼泪 汪汪 ， 眼 本 都 
RET. 

华 林 问题 的 解答 不 久 就 出 版 了 一 一 “亡故 者 
那 万 无 一 失 的 目光 已 不 会 在 校 样 上 停留 。” 作 者 
的 题 赠 是 ， 

“为 了 纪念 赫 尔 曼 ， 网 可 夫 斯 基 。” 

这 年 春天 ， 疝 来 “高 产 ” 的 希 尔 伯 特 没 能 给 
哥 廷 根 科 学 会 寄 去 文章 ， 他 和 他 的 夫人 花 了 许多 
时 间 陪 伴 闵 可 夫 斯 基 夫 人 和 他 年 幼 的 女儿 ， 并 担 
任 了 编 繁 闵可夫 斯 基 著 作 集 的 总 编辑 ， 重 温 了 加 
可 夫 斯 基 生 前 给 他 的 90 封 信 。 并 在 哥 廷 根 科学 会 
举办 的 专门 会 议 上 发 表 了 一 篇 纪念 的 讲话 ， 
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希 尔 伯 特 为 失去 了 这 样 一 位 再 友 而 无 比 痛 异 
之 时 ， 他 清醒 地 认识 到 为 了 自己 的 科学 创造 ， 
必须 与 年 轻 人 密切 联系 ， 也 是 在 这 时 ， 希 尔 伯 特 
开始 了 同 柯 朗 的 友谊 ， 


3.5 代数 数 域 上 的 黎 有 曼 猜 想 


1893 年 德国 数学 会 要 求 希 尔 伯 特 和 闵可夫 斯 
基 合 作 在 今后 两 年 内 提交 一 份 数 论 报 告 。 六 可 夫 
斯 基 不 久 就 放弃 了 这 项 工作 ， 而 希 尔 伯 特 独立 完 
成 的 那 篇 《代数 数 域 理 论 》 的 报告 大 大 地 超过 了 
学 会 所 期 望 的 。 成 为 现代 数学 文献 中 一 颗 知 烂 的 
明珠 ， 这 篇 报告 至 今 一 直 指 导 着 代数 数论 的 研究 
工作 。 此 理论 与 至 今 没有 解决 的 “超级 ” W 题 
一 一 歼 曼 猜想 有 着 紧密 的 联系 。 

数学 的 本 质 是 研究 数 的 性 质 。 而 研究 整数 性 
质 的 数论 ， 无 疑 是 数学 中 最 重要 的 一 部 分 。 高 斯 
称誉 数论 为 数学 的 皇后 。 这 名 话 未 免 有 点 夸张 ， 
但 作为 其 他 科学 的 典范 ， 数 学 知识 的 永 不 枯竭 的 
源泉 ， 数 论 受 之 无 饮 ,。 

希 尔 伯 特 在 代数 数论 方面 所 作 的 工作 是 承 前 
启 后 的 概括 性 总 结 。 他 利用 代数 数 域 理 论 中 的 重 
要 问题 一 一 阿 贝 尔 扩张 问题 ， 着 手 研究 数 域 的 阿 
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贝尔 扩张 理论 ,也 称 类 域 论 . 希 尔 伯 特 的 数论 报告 
不 但 弥补 了 许多 原来 研究 的 漏洞， 而 且 把 整个 理 
论 铸 成 一 个 统一 的 整体 ， 并 引进 新 概念 证 明 一 些 
新 的 定理 ， 构 成 了 今天 相对 阿 贝尔 域 的 一 般 理论 
基础 ,在 报告 的 引言 中 , 他 曾 指出 代数 数 域 论 中 
装备 最 丰富 的 部 分 ， 我 认为 是 关于 阿 贝尔 域 和 相 
对 阿 贝 尔 域 理 论 ， 它 们 是 由 于 库 莫 尔 关 于 互 反 律 
的 工作 和 克隆 尼克 关于 椭圆 函数 复数 乘法 的 研究 
而 被 开拓 的 。 这 两 位 数学 家 对 这 个 理论 的 深刻 见 
解 告诉 我 们 …… 还 有 大 量 隐 藏 的 宝藏 在 向 人 们 招 
手 ， 那 些 了 解 它们 的 价值 ， 一 心 想 试 一 试 能 赢 
得 这 些 宝藏 的 技艺 的 探索 者 ， 将 会 得 到 丰富 的 报 
偿 。” 其 后 两 年 中 ， 希 尔 伯 特 就 挖 揭 出 隐藏 的 许 
多 宝藏 。 他 始终 贯彻 他 的 指导 原则 ， 与 单 变量 的 
代数 函数 中 相应 的 问题 进行 类 比 ， 研 究 希 尔 伯 特 
如 何 从 特殊 上 升 到 一 般 ， 创 造 出 正确 的 概念 和 方 
法 ， 使 本 质 的 结论 油 然而 生 ， 那 也 是 一 大 乐趣 。 
着 尔 伯 特 在 详细 分 析 例 子 的 基础 上 ， 十 分 清楚 地 
猜测 到 类 域 的 基本 事实 。， 半 个 多 世纪 以 来 ， 数 论 
专家 们 象 冯 特 万 格 勒 、 高 木 , 哈 塞 、 阿 丁 、 巷 伐 菜 
的 大 量 工作 都 是 从 事 于 希 尔 伯 特 的 猜测 ， 希 尔 伯 
特 由 上 函数 导出 某 种 辅助 理想 的 存在 ， 很 大 程度 
上 靠 超越 的 论证 方法 。 后 来 发 展 到 逐步 消除 这 种 
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方法 ,并 且 证 明 , 虽然 超越 方法 对 于 研究 素 理想 的 
分 布 是 强 有 力 的 工具 ,但 对 类 域 问题 却 没 有 办 法 。 

RB A A BR OM ARR TK. MT 
一 个 固定 的 代数 数 域 k, 可 以 考察 它 的 正规 扩张 域 
K, 87 KM M-TH eR GK/E), ROMP 
He BEG CK /k) Fe Bil WR BE IAAT TE Bel AK 
扩张 。 类 域 论 就 是 研究 怎样 用 天 的 元 素描 述 K 的 
所 有 阿 员 尔 扩张 问题 。1920 年 ， 日 本 数学 家 高 本 
贞 洽 首先 完成 了 类 域 论 的 研究 ， 对 所 得 到 漂亮 定 
理 ， 高 木 给 出 了 非常 繁复 的 证 明 ， 其 间 用 到 了 解 
桥 方法 ， 主 要 运用 了 广义 的 获 利 克 菜 LAK. A 
此 ,最 好 能 够 简化 证 明 甚 至 取消 解析 方法 , 阿 丁 开 
创 了 这 方面 的 工作 ,最 终 由 萝 伐 菜 得 到 稳 底 解决 ， 

阿 丁 的 博士 论文 所 研究 的 问题 是 ， 把 此 不 看 
成 代数 数 域 ， 而 当 作 有 限 域 上 的 代数 数 域 。 考 虑 
了 有 限 域 上 有 理 函 数 域 的 二 次 扩张 。 每 一 扩张 都 
有 一 个 相应 的 函数 ， 而 函数 的 本 质问 题 就 是 黎 
曼 猜 想 。 阿 丁 在 许多 特殊 情况 下 ， 证 明了 黎 曼 狂 
想 ， 他 的 证 明 技 巧 已 经 透 逸 出 数学 大 师 的 本 色 。 
沿 着 这 个 方向 ， 重 要 成 果 接 中 而 来 ，1931 年 ， 
施 密 特 考 虑 有 限 域 上 一 般 的 单 变量 代数 函数 域 ， 
发 现 了 上 函数 方程 ， 并 发 现 了 它 与 著名 的 RS 
一 一 洛克 定理 间 的 关系 。1933 年 ， 哈 塞 证 明了 椭 
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任意 单 变量 代数 函数 域 的 黎 曼 猜想 ， 他 用 的 是 代 
数 几 何方 法 。1974 年 ， 年 轻 的 比利时 数学 家 德 林 
证 明了 笋 依 猜想 。 这 是 魏 依 在 1941 年 解决 任意 音 
变量 代数 函数 域 上 的 黎 曙 猜想 之 后 ， 提 出 了 对 于 
更 为 一 般 簇 的 猜想 。 德 林 的 工作 被 数学 界 公 认为 
时 代 的 成 果 ，。 

项 尔 伯 特 完成 了 整个 类 域 论 这 座 优 美 大 度 的 
设计 工作 。 经 后 人 不 惜 的 努力 取得 了 巨大 的 成 
功 。 但 这 不 是 终结 ， 这 仅仅 是 提供 了 一 把 通 向 未 
知 世 界 大 门 的 其 中 一 把 钥匙 。 歼 曼 提 出 的 猜想 依 
然 如 故 ， 还 有 许多 问题 有 待 解决 。 


3.6 ”数学 基础 


众所周知 ， 现 代数 学 大 厦 建筑 在 集合 论 基 础 
上 ， 现 代数 学 也 因此 得 到 蓬勃 发 展 . 十 分 惊人 的 
是 ， 当 我 们 欣赏 现代 数学 的 完美 、 精 确 时 ， 谁 能 
料想 到 这 疾 富 丽 装饰 的 大 厦 基 础 上 至 今 还 留 下 一 
条 难以 弥补 的 裂缝 | 这 就 是 希 尔 伯 特 二 十 三 个 问 
- 题 中 的 第 一 和 第 二 个 问题 的 核心 , 

1874 年 ， 康 托 发 表 了 第 一 篇 集合 论 的 文章 ， 
指出 无 穷 之 间 也 有 差别 。 引 起 了 当时 不 少数 学 家 
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的 怀疑 甚至 愤怒 。 直 至 1895 年 和 1897 年 康 托 发 表 
了 他 的 最 后 两 篇 集合 论文 章 ， 引 出 了 “序数 ”的 概 
念 ， 集 合 论 也 开始 逐渐 被 人 们 所 接收 。 但 是 ， 集 
合 论 本 身 也 暴露 出 一 些 矛 盾 ， 康 托 首 先 发 现 了 集 
合 论 的 内 在 矛盾 。 他 在 1895 年 的 文章 中 遗留 下 两 
个 悬而未决 的 问题 ， 一 个 是 连续 统 假设 ; 另 一 个 
是 超 穷 基数 的 可 比较 性 。 但 他 没有 明显 地 叙述 其 
矛盾 之 处 .然而 ,集合 论 中 的 一 些 矛 盾 终 究 会 暴露 
出 来 . 早 在 1894 年 和 1895 年 ,人 们 就 发 现 “ 集 合 的 
集合 ”这 名 话 存在 逻辑 上 的 矛盾。 若 说 “凡是 一 切 
集合 组 成 的 集合 ”， 则 有 一 切 集合 都 应 是 内 的 元 
x, MER, MYARKARM PHTR. RAR 
ATF? 从 此 以 后 ， 数 学 中 这 种 悖 论 四 起 ， 令 
数学 家 性 必 不安， 感到 数学 陷入 危机 之 中 ， 接 晤 
而 来 的 对 康 托 和 集合 论 的 攻击 ， 致 使 这 样 一 位 天 
才 数 学 家 身 患 精神 抑郁 症 ， 于 1918 年 1 月 6 日 ， 
在 萨克森 州 的 哈 尔 精 神 病院 去 世 ， 

1908 年 ， 意 大 利 数学 家 策 梅 罗 提出 了 集合 论 
公理 ， 用 这 套 语言 可 避免 “一 切 集 合 的 集合 ”之 
类 的 悖 论 出 现 。 后 来 弗 菜 克 尔 作 了 补充 ， 根 据 他 
们 名 字 的 第 一 个 字母 ， 称 这 一 公理 为 2ZF 公 理 ， 
康 托 的 集合 论 又 开始 被 世人 接受 。 

时 至 1918 年 ， 英 国 哲 学 家 和 数学 家 罗素 提出 
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TEZE AAM RE Ae ERRE Bs 
以 至 数学 家 们 几乎 没有 什么 可 供 辩驳 的 论点 ,“ 理 
发 师 " 悖 论 如 同一 颗 重 磅 炸弹 , 炸 问 了 几乎 所 有 开 
始 接受 集合 论 思 想 的 数学 家 。 “理发 师 ” 悖 论 的 
大 意 是 ， 理 发 师 有 一 个 预先 约定 ， 他 给 所 有 不 自 
已 刮 胡子 的 人 刊 胡子 ， 但 不 给 任何 自己 刊 胡 子 的 
人 刊 硼 子 。 在 这 约定 下 ， 理 发 师 该 不 该 自己 刊 胡 
F? 如 果 理 发 师 是 自己 给 自己 刊 硼 子 的 ， 那 么 他 
不 该 给 自己 刊 胡子 。 如果 理发 师 从 来 不 给 自己 乔 
胡子 ,那么 按 约 定 , 他 又 应 该 给 自己 刊 硼 子 。 因 此 
不 论 理 发 师 是 否 给 自己 刊 胡子 ， 都 将 陷入 自 相 钴 
A. 如 此 一 来 ，“ 理 发 师 应 该 给 自己 刊 胡子 ” 
和 “理发 师 不 应 该 自己 乔 胡 子 ” 都 不 能 成 立 ， 逻 
辑 上 非 此 即 彼 ， 这 样 一 条 基本 原理 在 此 竟然 行 
不 通 了 ， 罗 索 悖 论 震撼 了 数学 界 ， 被 人 们 视 为 天 
衣 无 颖 ， 绝 对 正确 的 数学 基础 也 出 现 了 自 相 矛 
盾 ， 这 是 何等 地 令 人 吃惊 ! 

罗素 悖 论 使 数学 家 感到 “数学 危机 ” 青 次 到 
来 ， 于 是 根据 各 自 不 同 的 哲学 观点 ， 努 力 设法 消 
RAMEY. 以 罗素 和 怀特 黑 德 为 代表 的 逻辑 主 
Xs 由 以 克 罗 内 克 首 先 创 导 ， 庞 加 莱 支 持 ， 布 劳 
维尔 发 展 的 直觉 主义 ， 以 及 希 尔 伯 特 为 代表 的 形 
式 主义 :相继 问世 ， 一 场 大 论战 已 不 可 避免 。 
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无 独 有 偶 ，1900 年 之 后 ， 物 理学 中 也 产生 了 
巨大 的 变革 。 米 切 尔 森 和 莫 利 的 光速 不 变 实验 和 
黑体 辐射 现象 已 使 古典 的 牛顿 力学 和 麦克 斯 韦 电 
磁 学 方程 处 于 不 能 自圆其说 的 境地 。 这 两 片 阴云 
孕育 了 一 场 急 风 暴雨 ， 待 到 两 过 天 畏 ; 人 们 惊奇 
地 发 现 ,物理 学 的 面 狐 已 焕然 一 新 ,其 中 爱 因 斯 坦 
的 相对 论 代替 了 和 牛顿 力学 ， 量 子 力学 替代 了 电磁 
学 方程 ,发 生 在 古典 物理 领域 的 革命 已 初战 告捷 。 

1907 年 ， 正 值 悖 论 引 起 数学 基础 危 机 的 时 
候 ， 一 位 名 叫 布 劳 维尔 的 年 轻 荷兰 人 向 这 样 的 信 
念 提出 了 挑战 ， 这 种 信念 认为 ， 上 古典 逻辑 是 绝对 
可 靠 的 ， 不 依赖 于 应 用 它们 的 具体 对 象 。 布 劳 维 
尔 提出 了 一 个 激进 的 计划 ， 他 反对 在 数学 中 使 用 
排 中 律 ， 主 张 用 构造 方法 来 研究 数学 :反对 “ 数 
学 的 存在 主义 ”， 只 承认 有 限 以 及 不 断 增 大 的 有 
限 ， 却 永远 达 不 到 无 了 上限。 这些 新 思想 卷 走 了 希 尔 
伯 特 杰出 的 学 生 外 尔 ， 外 尔 很 乐意 被 这 激 葛 着 的 
时 代 新 潮流 席卷 而 去 ， 或 者 只 是 经 受 这 种 新 潮流 
的 磨炼 ， 他 都 会 感到 无 比 的 欣慰 。 对 他 来 说 ， 基 
础 危机 是 不 可 抗御 的 。 他 仔细 地 研究 了 H 党 E 
义 ， 并 做 出 了 自己 的 贡献 。 当 然 ， 布 劳 维 尔 的 直 
觉 主义 可 以 避免 停 论 的 出 现 ， 但 经 典 数 学 中 的 许 
多 完美 结果 将 被 抛弃 。 
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卫 数 学 。 他 道 , “禁止 数学 界 使 用 排 中 律 就 好 比 禁 
止 天 文学 家 使 用 望远镜 ,禁止 源 击 家 使 用 拳头 ,” 
他 确信 无 须 “ 背 频 我 们 的 科学 ”就 能 够 恢复 其 完 
整 的 确定 性 。 他 建议 ， 将 数学 形式 为 一 系统 ， 这 
个 系统 的 对 象 ， 通 过 符号 逻辑 的 语言 RRA I 
名 ,而 这 些 语句 只 有 逻辑 结构 而 无 实际 内 容 , 形 式 
系统 的 这 些 对 象 可 以 用 这 样 的 方式 来 选择 ， 就 一 
门 数学 而 言 ， 这 个 系统 应 真实 好 表现 这 门 数学 理 
$. 这 个 形式 的 相 容 性 的 证 明 ， 和 希 尔 伯 特 提出 了 
一 个 合理 要 求 :符号 的 数目 是 有 限 多 个 ， 推 导 步 
又 也 是 有 限 多 步 。 在 这 里 ， 停 论 仅 仅 是 不 相 容 的 
一 种 表现 。 

1931 年 ， 奥 地 利 数 学 家 哥 德 尔 完 成 和 发 表 了 
他 的 重要 论文 论 :《 数 学 原理 和 关于 系统 工 中 的 形 
式 不 可 判定 问题 》。 文 章 证 明了 一 条 著名 的 、 后 
来 以 他 的 名 字 命 名 的 定理 一 一 哥 德 尔 不 完全 定 
理 。 不 完全 定理 指出 :在 包含 初等 数论 的 一 致 的 
形式 系统 中 ， 存 在 着 一 个 不 可 判定 命题 ， 命 题 本 
身 和 它 的 否定 命题 都 不 是 这 个 系统 的 定理 。 该 定 
理 的 推论 则 指出 ， 一 个 包含 数论 形式 系统 的 一 至 
性 ， 在 系统 内 部 是 不 可 证 明 的 。 这 样 一 来 ， 希 尔 
伯 特 的 设想 已 不 可 能 实现 ,他 只 得 做 出 让 步 ， 同 
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意 使 用 诸如 “ 超 穷 归纳 ”之 类 的 方法 来 证 明 算术 
的 无 矛盾 性 

哥 德 尔 定理 的 证 明 ， 使 用 了 现今 被 称 为 形式 
系统 算术 化 的 方法 。 在 此 意义 上 ， 那 个 既 不 能 肯 
定 也 不 能 否定 的 命题 可 以 说 是 人 为 的 产物 。 作 为 
所 谓 “ 存 在 的 证 明 ，” 它 对 现在 数学 家 们 眼前 某 
些 难题 的 不 可 判定 性 没有 提出 任何 线索 。 例 如 ， 
黎 曼 猜想 ， 即 关于 上“(s) = 0 方程 解 的 不 可 判定 性 
如 果 任 何人 用 任何 方法 予以 揭示 的 话 ， 哥 德尔 的 
不 完全 性 定理 将 会 引起 更 多 人 的 关注 。 HBS 
日 ， 数 论 中 这 样 的 事件 还 未 发 生 过 ， 

希 尔 伯 特 一 生 中 的 最 后 一 个 重要 的 工作 计划 
是 使 数学 形式 化 并 用 确切 的 证 明 建立 起 它 的 相 容 
性 。 尽 管 这 项 计划 遭 到 哥 德 尔 工作 的 打击 ， 但 希 
尔 伯 特 为 把 数学 从 矛盾 中 解脱 出 来 并 使 人 们 获得 
自由 的 观念 ， 无 疑 击败 了 他 的 对 手 束 人 手脚 的 构 
造 主 义 思 想 。 

由 于 希 尔 伯 特 对 数理 逻辑 和 数学 基础 的 进行 
深刻 ， 执 着 地 探索 ， 在 数学 科学 研究 领域 又 增添 
了 一 门 新 学 科 一 一 元 数学 . 

希 尔 伯 特 的 晚年 生活 是 相当 不 幸 的 。 他 十 分 
痛苦 地 目睹 德国 法 西 斯 把 他 亲自 创立 的 哥 廷 根 学 
WARE, 1943462 月 14 日 ， 他 在 孤寂 中 与 世 长 
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eT. 

但 是 ， 迄 今 为 止 ， 关 于 数学 基础 的 争论 ， 份 
未 结束 。 数 学 的 基础 上 仍然 存在 着 裂 锋 ， 人 类 数 
学 思维 领域 并 不 是 毫 无 乞 盾 、 那 样 地 完 美 与 和 
谐 。 填 补 和 裂缝 的 根本 方法 在 哪里 ? 这 还 是 一 个 
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Mf 有 录 


希 尔 们 特 在 1900 年 巴黎 世界 数学 家 大 会 上 ， 
提出 的 二 十 三 个 问题 和 研究 进展 的 简 表 : 


问题 ， 。 | 推动 发 展 的 
Bn 8 |S 域 | RRRA 


3 


1。 | 连续 统 假设 “! 公 理化 集合 论 | 1874 年 ， 康 托 猪 测 在 可 数 

基数 和 实数 基数 之 问 没有 
的 基数 ， 即 著名 的 连续 统 
i. 19305 a 


2. RW FG S| Bee HE RH BK E JL 4 HY Fe F 
性 


EEEH. 而 数学 的 相 
问题 至 今 来 解决 。 
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续 表 


fa Bi 推动 发 展 的 ' 
TE m E i 解决 情况 


3。 | 两 等 高 底 的 四 几何 基础 1900 年 ， 由 希 尔 伯 特 的 学 生 
BARR. 


面体 体积 棚 等 
问题 。 | 

4。| 两 点 以 直线 为 | 几何 基础 此 问题 过 于 一 般 。1973 年 ， 
景 短 距 离 问题 | 苏联 数学 家 波 格 询 HK A 

| 布 ， 在 对 称 情形 下 ， 问 题 获 
| | ORR, 

5. RARER | XAMA PT Be oe N N 
e HA Se TE E A iE Weg PARRE 
TELET unz 定 是 李 群 ?经 过 一 
Bi iB SURE ES e OOE A 


AAS BR, BES A AR 共 
FM, BRAT EH, 


6，| 物 理学 的 公理 数学 物理 a Ms AS ID eB 

化 化 方法 推演 出 全 部 

| 193346, Bf AR ME a 
REAME. ERI 
热力 学 等 部 门 ， 公 
很 大 成 功 ， 但 是 ， 物 
否 能 全 盘 公理 化 ， 这 
今 没有 完成 。 


无 理 | 超 越 数论 问题 要 求证 明 ， 车 a 是 代数 

性 数 ， 甩 是 无 理 数 的 代数 数 ， 
Was 一 定 是 超越 数 或 至 少 
是 个 无 理 数 (如 例 2Y7 和 和 
er =i"21)。 1934 年 ， 苏 联 
数学 家 盖 尔 封 特 和 德国 数学 
AM He Ba i Epe 
了 这 一 问题 家 1966 年 后 ， 又 
被 英国 数学 。 贝克 等 人 大 大 
地 推广 和 发 展 


8, | 素数 分 布 问题 数论 XMM RSM HEE 
BAERE ERIO., 
— RLRE F a OR 
EL. TI A a 
ERAARARE, HE 
学 家 陈景润 在 后 两 个 向 题 上 
取得 领先 地 位 ， 


一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 


也 
a 
& 


解决 情况 


“Ba 
EEF 
lel -$ 
ws 


2 
# 
5% 


该 同 题 已 由 德国 数学 


BT 
论 至 


N 


于 1927 年 解决 ， 但 类 
SHERMER. 


am Fla 
RE | Rise 


Eg 
a ot 
Bai 


Z 


步 构成 的 一 般 算法 


11。 | 系数 为 任意 代 


二 次 型 理论 


SR | KHENA M 


程 的 不 可 能 性 


方程 论 和 实 西 
数理 论 


| 这 同 题 只 有 些 零碎 的 结果 ， 
离 解决 还 有 很 长 一 段 距 离 。 


七 次 方程 x +ax? + bx? + 
cxt1=0 的 根 依赖 手 三 个 
Bab. x =x bc) Æ 
EA PG At EY BE HR 
出 来 ? 1957 年 ， 苏 联 数学 家 
阿 诺 尔 德 解决 了 连续 情形 。 


代数 不 变量 理 
论 


”195 8 年， 日 本 数学 家 永 
宜 给 出 了 反例 ， 证 明了 
HY, RARER RH 
不 具有 有 限 个 整 基 ， 


o RAWU | BE AMEPHEK 
æ% Lem. | | KEKE y Rgt 
2aBe | RORHM BRK 
由 SS ae a Se a 
ROR? | PL ROE RRBs 
m A oe | PERM .办 
; R à EDRR 。| RANEK HERS 
EXE SSL EERAK| EAK 本 SE SNRE | s DESH | BEKO RE RRE 
HEMSESKEER | ARE E KHKHARK | ROP | ROMER] DE 
SEEEPESE 2 | OCR 起 KERESE | XV SEL | SUBRE TREKS 
CERGOLEMMS | ERR A RRRK RH | CR PRE | MEER N E 
[EWE SeAR TH | WAR B ZAKRKERE | 1 RKP HE | ECRRMESKER 
EES a) 
a | y ie wl 区 
x 1S ay i 
= | 三 ah ty & 
ew | * RES a ug 
pe | E ERTA % _|& 
xe z% z af 
| aH ze 4g 1 = 
tE XE SR RE 
RL aE WE i tc 
区 | 22 PER ws $38 
|__| Bam 2x shee HE 
mo | 。 . . 
Ee | 发 = z = 
Es、 EE 


决 ，1904 年 ， 苏 联 数 学 家 伯 


He 推动 发 展 的 
编号 | H 题 领 it 解决 情况 
18 TMEAMERATMIN ARE ETERA TERE 
ome ERAR 
了 


AW MET PTB 
AD, AAT AS TEE m AR A 
1 释 ， 其 解 必定 是 解析 的 。 这 
Rae eae a BO 
和 彼 德 罗 夫 斯 基 等 推广 到 多 


| 变 元 和 机 加 组 情形 。 

一 般 边 值 问题 ABTS Wa BOT E 边 值 问题 的 研究 正 
PER ATAA MAN, EARR 
| | 

21，| 具 有 给 定单 值 线性 党 种 分 方 | 此 问题 已 在 1905 年 希 尔 M 
: 群 的 线性 微分 程 大 范围 理论 | FF, 19574 AR 19708 ik 
方程 的 存在 性 惠 时 数学 家 德 林 的 工作 中 ， 
证 明 | 已 得 到 解决 ， 

22. | 由 自 村 函数 构 黎 时 曲面 理论 一 个 变 攻 的 情形 ， 已 于 1907 
| 成 的 解析 函数 | 年 由 德国 数学 家 克 伯 解决 
单 值 化 | 其 他 方面 尚未 解决 。 

23，| 变 分 方法 的 进 : 变 分 法 希 尔 伯 特 本 人 和 其 他 数学 家 
一 步 发 展 | 都 作出 了 重要 的 资 献 、 20 

| OEP RE AT AXE 


哥 廷 根 一 20 世 纪 初 
数论 研究 的 中 心 


© 
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科学 生活 犹如 一 片 初 出 土 的 同时 ， 它 比 历史 
长 河中 许多 其 他 的 因素 更 为 脆弱 .科学 的 兴 吉 也 
象 绘画 和 音乐 一 样 ， 在 很 大 程度 上 取决 于 短暂 极 
不 稳定 的 人 的 因素 。 伟 大 人 物 在 科学 发 展 中 所 起 
的 作用 是 至 关 重 要 的 、 丰 硕 的 研究 成 果 往 往 也 是 
围绕 着 这 颗 明 星 结晶 而 出 。 由 克 莱 因 领导 和 亲手 
创建 的 哥 廷 根 大 学 数学 团体 是 一 个 独一无二 的 科 
学 中 心 。 克 莱 因 退休 后 ， 在 希 尔 伯 特 的 领导 下 再 
度 表现 出 无 限 的 活力 和 献身 精神 ，20 世 纪 初 ， 全 
世界 几乎 所 有 数学 专业 的 学 生 都 受到 这 样 的 忠 
t, 


“ 打 起 你 的 背包 ， 到 哥 廷 根 去 ! ” 
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4.1 FER 


AER HRW RAR. Mee OA 
£-RFRRPERM EE, URE a ee 
SEEM) BY ZB Fas TOU YY SE SH HRS A ED 
点 级 得 更 为 秀丽 。 古 老 的 城墙 至 今 还 围绕 着 哥 廷 
根 的 内 城 ， 每 逢 星期 日 午 后 ， 市 民 们 总 要 去 “ 游 
城 ” 一 一 这 是 一 个 小 时 左右 的 散步 。 城 外 座 落 着 
乔治 。 奥 古 斯 特大 学 黄色 的 建筑 物 ， 大 学 创建 人 
是 汉诺威 的 选 侯 ， 他 是 英 王 乔治 二 世 。 城 内 ， 美 
观 的 、 半 木 结构 的 住宅 沿 弯 出 而 狭长 的 街道 排 
列 。 两 条 大 道 ， 王 子 街 和 文 德 街 ， 在 数学 家 们 称 
为 “ 哥 廷 根 坐 标 原点 ”的 地 方 相 会 。 城 市 中 心 ， 
是 市 政 厅 。 市 政 厅 的 底层 的 墙壁 上 ， 狗 刻 着 一 条 
能 言 ， 它 直言 不 讳 地 宣称 ， 哥 廷 根 外 没有 生活 ， 

哥 廷 根 是 一 座 具 有 伟大 科学 传统 的 城市 ， 它 
造就 了 象 高 斯 这 样 的 一 位 伟大 数学 家 ， 哺 育 出 象 
获 利 克 莱 和 黎 曼 这 样 杰 出 的 现代 数学 大 师 ， 在 18 
世纪 和 19 世 纪 科 学 发 展 史 上 写 下 了 光辉 的 一 章 ， 
时 至 20 世 纪 的 开端 ， 在 克 莱 因 和 和 希 尔 伯 特 的 领导 
下 , 哥 延 根 的 科学 传统 不 断 得 到 发 扬 光 大 ,在 哥 延 
HIS EB RA EB HR BS, PS 
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尔 、 兰 道 、 柯 朗 等 一 大 批 数 学 大 家 。 训 不 夸张 地 
说 ，20 世 纪 的 数学 是 从 那里 发 展 起 来 的 。 

20 世 纪 初 ， 有 这 样 一 段 传 闻 :， 哥 廷 根 城 住 的 
全 是 数学 家 。 其 不 尽 然 ， 城 里 还 住 着 其 他 人 。 但 
是 ， 哥 廷 根 的 数学 气氛 非常 浓厚 。 今 天 的 数学 家 
们 还 喜欢 详细 地 讲述 这 样 一 个 故事 ， 一 天 闵可夫 
斯 基 在 文 德 街 上 散步 ， 发 现 一 位 青年 人 正在 默 想 
一 个 很 重要 的 数学 问题 ， 他 凌 近 拍 拍 年 轻 人 的 启 
膀 ， 告 诉 他 “收敛 是 肯定 的 ”， 这 位 年 轻 人 上 听 后 
感激 地 笑 了 。 

从 1904 年 一 一 1905 年 冬季 学 期 开始 ， 克 莱 
因 、 希 尔 伯 特 、 闵 可 夫 斯 基 、 龙 格 坚 持 每 周 星 期 
四 下 午 “ 准 三 点 ”的 一 次 数学 徒步 。 即 使 在 这 酷 
寒 的 冬天 也 不 间断 。 匾 凉 的 山 丘 、 光 秃 秃 的 树干 
影响 不 了 他 们 的 乐趣 ， 愉 快 的 高 谈 笑 语 回 葛 于 寒 
冷 的 空气 中 。 他 们 共同 讨论 数学 ， 探 索 数学 的 真 
席 ， 揭 开 科学 的 秘密 。 可 以 说 ， 那 时 的 哥 廷 根 无 
处 没有 数学 。 

哥 廷 根 的 科学 生活 ， 对 身 临 其 境 的 人 是 难以 
忘怀 的 ， 在 那些 热爱 数学 而 从 世界 各 地 汇集 而 来 
的 年 轻 人 眼 里 ， 哥 廷 根 的 生活 似乎 永远 是 如 此 美 
好 ， 
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4.2 数论 研究 的 中 心 


20 世 纪 初 ， 由 于 希 尔 伯 特 和 闵可夫 斯 基 对 数 
论 特殊 的 偏爱 ， 哥 廷 根 一 个 新 的 研究 数论 的 中 心 
EER. CARE: RARER AER 
HEAD HDR, — BHA 2 p RN DPR ek 
了 生命 。 这 无 疑 使 哥 廷 根 的 数学 团体 ， 帮 至 世界 
数学 的 发 展 蒙受 了 重大 损失 ， 

闵可夫 斯 基 去 世 后 ， 该 选择 谁 来 接班 ? 他 的 
位 置 上 有 三 位 第 一 流 的 候选 人 一 一 让 今天 的 人 们 
了 人 解 一 下 当时 科学 家 们 的 那 种 认真 负责 的 态度 当 
然 是 很 有 趣 的 一 这 三 位 第 一 流 的 候选 人 是 ， 兰 
E, ERMEE. 克 莱 因 和 和 希 尔 伯 特 主张 要 物 
色 一 位 精力 充沛 的 年 轻 人 ， 一 个 还 会 大 有 作为 的 
年 轻 人 。 那 时 ， 替 维 茨 已 年 过 半 百 、 身 体 有 病 ， 
所 以 就 把 他 排除 在 外 ， 于 是 选择 将 在 兰 道 和 皮 隆 
之 间作 出 。 他 们 的 每 一 件 工作 都 受到 了 仔细 的 审 
查 ， 不 是 一 个 人 ， 而 是 数学 评议 会 里 一 大 批 很 有 
才能 的 人 来 做 这 一 工作 ， 这 是 一 场 胜 负 各 半 的 比 
赛 。 最 后 选中 了 兰 道 。 而 这 一 决定 很 明显 是 合 情 
理 的 ， 皮 隆 与 兰 道 比 较 起 来 ， 兰 道 并 不 那么 讨 人 
喜欢 ， 也 不 会 轻易 被 人 驱使 ,而 对 这 个 团体 来 说 ， 
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不 接纳 唯 唯 诺 诺 、 惟 命 是 从 的 人 是 十 分 重要 的 ， 
正 象 克 菜 因 最 后 所 说 的 那样 ，“ 象 我 们 这 样 的 
团体 ， 最 好 有 一 位 不 是 那么 温 厚 宽容 的 人 。” 在 
闵可夫 斯 基 去 世 后 的 那个 春天 ，32 岁 的 兰 道 来 到 
FY EAR RE Be FBLA, 

兰 道 的 专长 是 用 分 析 方 法 研究 数论 ， 还 在 柏 
林 当 讲师 的 时 候 ， 他 已 经 证 明了 关于 素 理 想 在 任 
意 代 数 域 中 之 分 布 的 一 个 非常 一 般 的 定理 ， 该 定 
理 相应 于 经 典 的 素数 定理 。 他 在 函数 论 方面 做 了 
重要 的 工作 ， 他 用 一 种 完全 出 人 意料 的 方法 推广 
了 皮卡 的 定理 ， 以 至 他 本 人 在 最 初 都 不 相信 自己 
是 正确 的 ， 因 而 把 发 表 论 文 的 时 间 推 迟 了 一 年 
£. 

在 兰 道 到 达 哥 廷 根 的 同一 年 ， 他 著 的 素数 分 
布 一 一 解析 数论 领域 内 第 一 部 书 问世 了 。 这 本 书 
中 有 一 章 ， 专 门 讨论 在 黎 曼 猜想 成 立 的 前 提 下 ， 
素数 分 布 中 许多 问题 所 能 得 到 的 深刻 结果 。 关 于 
这 部 书 ， 哈 代 曾 经 这 样 评价 道 ，“ 第 一 次 使 解析 
数论 成 为 一 门 系统 的 科学 ， 而 不 再 是 几 个 零散 的 
漂亮 定理 的 汇集 。” 它 把 “只 有 几 位 冒险 英雄 涉 
猫 的 天 地 ”转变 为 数学 研究 的 最 富有 成 果 的 领域 
y— 


20 世 纪 20 年 代 ， 在 兰 道 的 不 懈 努 力 下 ， 哥 廷 
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mamana. CS a 


根 成 为 了 数论 研究 的 中 心 ， 甚 有 人 认为 : “这 是 
数论 中 一 可 与 高 斯 在 1801 年 开创 时 期 相提并论 的 
新 时 期 的 开端 。” 当 时 ， 最 关心 的 问题 有 两 个 ， 
一 个 是 关于 “一 一 函数 零点 的 黎 曼 猜想 另 一 个 
是 确切 定 出 华 林 问 题 % 次 赛 的 个 数 ， 这 是 由 哥 廷 
根 学 派 的 领头 人 物 着 尔 伯 特 1909 年 证 明了 华 林 定 
理 而 开拓 的 新 方向 

兰 道 来 到 哥 延 根 后 ， 有 关 他 的 故事 不 尽 而 
来 。 有 个 学 生 问 兰 道 请 教 玛瑙 的 质量 一 一 在 德 文 
里 ， 玛 正念 作 伯 因 斯坦。 兰 道 的 回答 一 语 双关 ， 
讲 出 了 他 对 两 位 姓 伯 因 斯坦 的 数学 家 的 评价 。 兰 
道 看 了 玛 瑞 后 ， 他 说 ，“ 非 力克 斯 ”， 然 后 再 加 
答 说 ，“ 塞 奇 ”， 那 就 意味 着 这 是 一 块 上 等 货 ， 
其 实 ， 菲 力克 斯 。 伯 恩 斯 坦 和 塞 奇 ， 伯 恩 斯 坦 都 
是 非常 出 色 的 数学 家 . 

兰 道 还 是 一 位 极端 的 抽象 主义 者 ， 他 写 过 一 
本 关于 微 积分 基础 的 有 名 的 书 ， 这 本 书 是 很 值得 
赞赏 的 ， 但 是 作为 学 生 课本 就 太 荒唐 了 。、 他 极端 
茂 视 与 应 用 有 关 的 问题 。 有 一 次 ， 现 代 空 气动 力 
学 和 流体 力学 体系 的 创建 者 伯 菜 特 尔 写 了 一 篇 关 
于 脂肪 和 油 类 ， 长 分 子 及 它们 在 润滑 的 机 械 问题 
中 的 作用 的 文章 。 它 是 一 项 很 重要 的 成 果 。 当 然 
你 不 小 心 会 使 机 油 弄 脏 你 的 裤子 。 兰 道 很 注意 这 
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点 。 不 管 怎样 ， 只 要 涉及 应 用 ， 他 就 会 疾 声 OF 


道 ，“ 啊 ! Pla? he, HAS MRNA 
TEREA BE Se B — A VS 7 

E ERA A EA A TT HB LRT 
无 私 ， 不 喜欢 他 的 傲慢 。 但 是 ， 大 家 都 佩服 和 尊 
敬 他 出 奇 的 勤奋 以 及 难以 想象 的 献身 于 数学 的 二 
我 精神 。 兰 道 在 哥 延 根 呆 得 很 勉强 ， 直 到 他 邀请 
年 轻 的 丹麦 人 玻 尔 到 哥 廷 根 一 起 搞 研 究 。 玻 尔 不 
是 一 般 的 数学 家 ， 他 是 1908 年 丹麦 奥林匹克 亚军 
队 的 成 员 ， 在 未 来 的 岁月 里 ， 他 的 名 字 与 “ 歼 周 
期 ” 紧 紧 相连 。 

玻 尔 和 哈代 是 哥 廷 根 的 常客 ， 他 们 在 往返 丹 
RARE A. MARERE, KE 
涛 测 涌 的 北海 海峡 回国 时 ， 他 总 是 给 玻 尔 寄 一 张 
明信片 ， 宣 称 “ 我 已 经 证 明了 黎 曼 猜想 ! ”他 以 
此 告慰 自己 ， 因 为 黎 曼 猜想 还 没有 解决 ， 所 以 他 
也 不 会 车 身 海底 ， 

就 在 这 段 时 期 ， 一 位 未 来 杰出 的 数论 大 家 ， 
这 个 领域 中 新 一 代 闵 可 夫 斯 基 一 一 西 格 尔 来 到 了 
哥 廷 根 。 他 曾 因 拒 服 兵役 而 被 关 进 了 精神 病院 ， 
而 这 精神 病院 仅 与 兰 道 父 亲 的 诊所 隅 一 墙 。 年 轻 
的 西 格 尔 便 有 缘 结 识 了 这 位 哥 廷 根 的 大 学 教授 。 
西 格 尔 对 兰 道 的 印象 与 众 不 同 ， 西 格言 简 意 深 地 
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AHMAD: “RANE, Be BE aK UR 
T.” 

西 格 尔 在 黎 曼 猜想 的 研究 中 ， 在 许多 方面 
都 留 下 他 的 印记 ， 其 中 给 出 赫 克 关于 黎 曼 猜想 定 
理 的 新 证 明 ， 证 明了 西 格 尔 定理 等 等 。 由 于 西 格 
尔 的 到 来 ， 更 加 强大 了 哥 廷 根 数论 研究 的 阵容 ， 
当时 世界 上 几乎 所 有 著名 的 数论 大 师 ， 都 经 常会 
聚 在 哥 廷 根 ， 进 行 国际 闻 的 学 术 交 流 。 在 兰 道 的 
努力 下 ，20 世 纪 20 年 代 一 座 世 界 数论 中 心 在 哥 廷 
REET. 但 不 久 又 毁 于 纳粹 之 手 。 


五 杰出 的 数论 专家 一 哈代 
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在 众 雄 汇率 问 黎 曼 猿 想 进 军 的 队伍 中 ， 首 推 
20 氛 纪 上 半 叶 英国 数学 界 的 “泰斗 ”哈代 的 贡献 
最 为 杰出 。1914 年 ， 他 首次 党 醒 了 沉睡 了 整整 五 
十 五 年 的 黎 曼 猜想 ， 开 辟 了 研究 “猜想 ”的 新 天 
地 。 他 是 现代 数学 史上 的 一 位 著名 数学 家 ， 他 那 
卓越 、 丰 富 的 数学 RRs MPERA BARE 
的 高 尚 品德 ， 为 后 世 广 为 传 馈 。 


5.1 千里 之 行 ， 起 于 始 


1877 年 2 月 7 日 :在 位 于 英国 东南 海岸 的 小 
城 克 立 菜 夫 ， 诞 生 了 一 位 英国 近代 数学 史上 的 杰 
出 人 物 一 一 蛤 代 。 训 立 莱 夫 是 座 风 景 如 画 ， 气 候 
宜人 的 城市 ,城中 有 一 所 以 它 的 名 字 命 名 的 学 校 。 
哈代 的 父亲 伊 萨 克 : 哈代 正 是 在 这 所 学校 里 任 
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教 ， 母 亲 索 菲 亚 : 堆 尔 是 城内 林肯 职业 大 学 附中 
的 督导 。 哈 代 出 身 于 这 样 一 个 书香 门 第 ， 从 小 就 
受到 了 良好 的 教育 ， 

俗话 说 ，“ 一 丝 而 累 ， 以 至 于 寸 ， 累 寸 不 
已 ， 遂 成 丈 丐 。” 孩 提 时 的 哈代 对 数 就 非常 敏 
感 ， 两 岁 时 ， 哈 代 能 数 到 百 万 ， 三 岁 的 哈代 ， 却 
已 经 能 够 写 下 一 到 一 百 万 之 间 的 任何 一 个 阿拉 伯 
煞 ,一 里 小 树 要 使 它 迅速 成 材 , 需要 园艺 师 别 具 区 
心地 精心 栽培 ， 哈 代 的 父亲 正 是 这 样 一 位 “园艺 
师 ?”。 当 哈代 刚 满 五 岁 , 他 的 父亲 为 使 他 从 小 能 独 
立 自主 地 生活 ,一 反 当地 的 惯例 ,没有 聘请 家 庭 教 
师 ， 把 他 送 进 了 城内 的 维多利亚 幼儿 园 。 险 代 的 
智商 大 大 地 超过 了 他 的 同龄 人 。 据说， 哈代 在 小 
学 、 中 学 都 是 跳级 生 。 更 令 人 震惊 的 是 ， 哈 代 在 
读 小 学 时 候 靠 自学 完成 了 一 本 有 百 页 的 英国 王朝 
编 年 史 稿 。 在 数学 上 ， 哈 代 的 天 赋 更 为 出 众 ， 十 
三 岁 时 ， 哈 代 就 获得 奖学金 进入 一 座 培养 著名 数 
学 家 的 摇篮 一 一 温 切 斯 特 学 院 。 十 九 岁 的 哈代 参 
加 了 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 奖学金 会 考 ， 他 在 这 次 
会 考 中 成 绩优 异 ， 并 且 如 愿 以 偿 ， 二 十 岁 的 哈代 
通过 了 剑桥 大 学 三 一 学 院 的 入 学 考试 。 开 始 他 的 
数学 研究 生涯 ， 

19 刘 纪 末 ， 剑 桥 大 学 的 教师 BA fi, 群雄 所 
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起 ， 人 才 济 济 一 堂 。 在 数学 方面 有 :怀特 黑 德 、 
穆 尔 、 威 特 根 斯 坦 、 洛 夫 等 知名 学 者 。 对 哈代 产 
生 影 响 最 大 者 是 应 用 数学 专家 洛 夫 。 哈 代 成 为 一 
位 有 名 望 的 数学 家 之 后 ， 曾 写 过 一 本 题 为 《一 个 
数学 家 的 回忆 >》 的 书 ， 书 中 倾吐 了 他 对 他 的 恩师 
的 敬仰 之 情 。 

记得 黎巴嫩 的 大 文学 家 凯 罗 “' 纪 伯 伦 曾 这 样 
说 过 ，“ 假 如 他 真是 大 知 ， 他 就 不 命 进入 他 的 智 
慧 之 堂 ， 却 要 引 你 到 你 自己 的 心灵 门口 ”。 洛 夫 
的 确 是 一 位 大 智者 。 他 在 辅导 哈代 时 ， 对 哈代 进 
行 了 全 面 的 、 细 致 的 观察 ， 觉 得 哈代 的 学 业 基础 
扎实 ， 为 哈代 选 定 了 约 当 的 名 著 法 文本 《分 析 教 
程 》 为 教材 ， 在 当时 ， 此 书 可 谓 是 分 析 数 学 方面 
的 权威 著作 ， 也 是 一 本 深奥 且 不 易 为 人 掌握 的 巨 
车 。 但 是 哈代 以 其 深厚 的 数学 功底 和 杰出 的 数学 
才能 ， 在 洛 夫 教 授 的 指导 下 循序 渐进 。 

光阴 似 流 水 。1900 年 ， 哈 代 结 束 了 在 剑桥 大 
学 三 一 学 院 的 大 学 生活 。 此 时 年 仅 24 岁 的 险 代 ， 
在 英国 著名 的 数学 杂志 《数学 信使 》 上 发 表 了 他 
的 第 一 篇 论文 一 一 《 某 些 定 积分 的 估 值 》。 此 后 
他 对 这 个 问题 产生 了 偏爱 。 围 绕 这 方面 问题 作 了 
周密 、 系 统 、 详 尽 的 科学 探索 ， 直 到 他 生命 的 最 
后 几 年 里 ， 他 仍 孜 和 孜 不 伴 地 撰写 着 这 方 面 的 论 
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文 ， 总 想 把 他 的 研 完 成果 推进 到 更 高 的 水 平 。 他 
BREW, BEREA ERRA IF 
了 扎实 的 基础 。 

为 了 激励 学 生 奋发 学 习 ， 英 国 的 各 大 学 都 设 
有 奖学金 制度 ， 凡 是 有 才华 的 学 生 ， 只 机 在 学 业 
上 显示 出 优异 才能 ， 均 能 报名 申请 各 种 类 型 的 奖 
学 金 ， 奖 学 金 的 获得 涯 意味 着 他 的 才华 出 众 ， 所 
以 即便 是 富家 子弟 也 绝 不 会 放弃 这 特殊 机 过 。 

哈代 在 大 学 毕业 后 ， 为 了 能 申请 得 到 “ 特 得 
校友 奖学金 ”， 就 开始 着 手 准 备 论文 。 这 种 奖 学 
金 是 剑桥 大 学 特 为 该 校 毕 业 生 和 在 校 教 师 而 设立 
的 。 评 选 的 过 程 是 ， 每 年 举行 一 次 论文 比赛 ， 参 
加 比赛 者 必须 在 每 年 8 月底 前 交 稿 ， 论 文 的 题目 
可 以 自 定 ， 然 后 有 指导 教师 和 有 关 评 审 机 构 共同 
研究 ， 第 选 出 有 独特 见解 或 新 成 就 的 论文 。 论 文 
的 评议 是 非常 严格 的 ， 可 谓 万 里 挑 一 。 一旦 入 
选 ,就 可 以 享受 为 期 六 年 的 “ 特 待 校友 奖学金 
标志 着 获得 者 在 学 业 上 已 进入 了 新 的 较 高 阶段 。 

哈代 的 聪明 才智 ， 早 为 怀特 黑 德 教 授 所 赏 
识 。 怀 特 黑 德 是 剑桥 大 学 深 洋 众 望 的 数学 家 ， 他 
非常 重视 发 气 人 才 ， 一 旦 为 他 所 选中 ， 就 杀 日 指 
导 和 培养 。 他 看 了 哈代 所 摄 写 的 论文 后 ， 心 铺 有 
常 激动 ， 亲 自 为 险 代 的 这 篇 论文 写 上 评语 ， 并 郑 
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重地 向 评审 委员 会 推荐 。 就 这 样 ， 哈 代 AK 得 了 
1900 年 度 的 “ 特 待 校友 奖学金 ” 。 

获得 奖学金 ， 这 意味 着 哈代 能 继续 在 这 所 著 
名 的 大 学 里 深造 。1901 年 ， 险 代 和 琼斯 共同 获得 
了 一 年 一 度 的 数学 大 奖 一 一 史密斯 奖 ， 

1906 年 ， 险 代 的 “ 特 待 校友 奖学金 ”期 限 已 
满 。 由 于 他 年 轻 有 为 、 积 极 上 进 ， 他 的 才华 引起 
越 来 越 多 人 的 重视 ， 校 方 决定 让 他 留 校 任教 。 

哈代 的 另 一 个 杰出 的 工作 是 关于 生物 遗传 学 
的 。 大 家 知道 ， 生 物 的 微细 变异 往往 是 进化 的 原 
始 材 料 ， 可 供 自然 选择 之 用 。 但 人 们 担心 新 生 的 
变异 经 过 几 个 世代 后 会 减弱 甚至 消失 。 WRF 
1908 年 一 举 攻克 了 遗传 学 中 提出 的 数学 问题 ， 证 
明了 在 不 受 外 界 影响 的 条 件 下 一 种 群 的 基因 频率 
世代 不 变 , 现 在 人 们 称 它 为 哈代 一 一 温 伯 格 法 则 。 
剑桥 大 学 的 师 生 开始 知道 这 位 年 轻 的 教师 是 位 
出 类 拨 茜 的 数学 奇才 ， 校 方 也 倍加 关心 哈代 的 成 
长 。 

年 轻 的 哈代 在 数学 的 研究 中 取得 了 重要 成 
R A. HARM K, (HE, PHP 
HR HAE AER S RZ, RBH 
PA Bi. TIM A a Ee 
取得 更 加 辉煌 的 成 就 。 
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5.2 向 黎 曼 猜 想 进 军 


青春 是 美丽 的 ， 她 能 进发 智慧 的 火花 ; 
宜春 是 值得 赞美 的 ， 她 能 结 出 丰硕 的 果 
实 。 
HRN KHER, WEEKE B 
气 茵 勃 。 尽 管 险 代 在 数学 领域 有 着 杰出 的 成 就 ， 
以 及 接 赂 面 来 的 荣誉 。 然 而 他 仅仅 把 它 作为 科学 
生涯 的 起 始点 。 任 重 而 道 远 ， 在 数学 王国 中 ， 还 
有 那么 多 的 高 峰 等 待 着 他 自己 去 攀登 ， 
“ADEE ty BE Beas, HE RHA PEARSE, ” e 
代 经 过 反复 思索 ， 决 心 选择 难度 极 大 的 黎 曼 猜想 
作为 他 的 进军 目标 。 所 以 选择 这 座 堡 又 ， 一 是 因 
为 这 是 众多 一 流 数学 家 屡 攻 不 克 的 一 道 难 题 ， 是 
一 块 磨 研 人 类 智慧 的 试金石 。 二 是 因为 哈代 有 股 
初生 之 犊 不 怕 卉 的 牛 劲 ， 别 人 越 是 认为 HE 攻克 
H, MRAM, WAAR SHE TH 
神 。 
尽管 许多 关心 哈代 成 长 的 学 者 ， 教 授 们 焦虑 
地 关心 着 他 的 下 一 个 进军 目标 ， 但 他 闭口 不 谈 ， 
把 他 的 全 身心 倾注 于 收集 这 方面 的 资料 ， 总 结 前 
人 在 这 方面 的 工作 ， 权 衡 同 代 人 所 达到 的 研究 水 
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平 。 知 己 知 彼 ， 把 自己 置 立 于 不 败 之 地 。 

“两 人 同心 ， 其 利 断 金 ”。 哈 代 还 想 找 一 位 
同盟 军 ， 他 思 付 、 筹 划 ， 最 后 他 决定 把 自己 所 收 
集 到 的 有 关 情 况 告 诉 他 的 同事 李 特 伍德 ， 征 求 他 
的 意见 ， 并 希望 他 能 共同 向 这 座 难以 攻克 的 堡 参 
进军 。 哈 代 执 笔 写 下 了 长 长 的 一 封 信 ， 信 中 叙述 
了 数论 的 发 展 历史 和 现状 ， 以 及 他 们 所 面临 的 困 
难 和 下 一 步 设 想 …… 等 等 。 共 同 的 事业 把 两 颗 心 
结合 在 一 起 ， 开 始 了 数学 史上 传 为 佳话 的 真诚 的 
友谊 

研究 整数 性 质 及 整数 与 整数 之 间 关 系 ， 可 以 
说 已 有 几 千 年 的 历史 。 作 为 数学 最 古老 的 两 个 分 
支 :数论 和 几何 , 后 者 中 的 欧 几 里 得 几何 作为 一 门 
科学 来 研究 已 经 枯竭， 已 成 为 一 位 “ 柱 杖 老人 ”。 
然而 前 者 却 存在 着 大 量 的 问题 ， 有 着 无 穷 的 生命 
力 。 欧 儿 里 得 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ， 这 是 两 千 
年 间 唯一 的 关于 素数 的 定理 。1859 年 ， 德 国 科学 
院 院 士 黎 曼 在 题 为 《 论 小 于 给 定数 的 素数 个 数 》 
中 提出 了 数学 上 空前 重要 的 六 个 猜想 。 沿 着 黎 曼 
留 下 的 足迹 ， 后 人 证 明了 数论 中 最 著名 的 猜想 之 
一 一 一 素数 定理 .论文 发 表 三 十 年 后 ， 六 个 猜想 
中 的 其 中 五 个 逐渐 得 到 了 完美 的 解决 。 剩 下 的 一 
个 就 是 数学 中 的 “超级 难题 ”一 一 黎 曙 猜想， 
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回顾 对 黎 曼 猜想 的 研究 ， 最 关键 的 一 步 是 哈 
代 给 出 的 。 他 在 1913 年 证 明了 黎 曼 上 函数 方程 ， 


1,1 1 
S) = 一 十 二 .十 十 二 十 .= 
EC ) 1* 25 mwt 0 


CHits=o+ ti, i= VY 一 1 的 无 穷 多 个 解 位 于 直 


线 0= 二 上 , 


尽管 这 一 结果 没有 完全 解决 黎 曙 猜想， 但 无 
疑 是 对 黎 曼 猜想 研究 的 首次 重大 突破 ， 它 使 得 哈 
代 在 “ 黎 曼 猜想 ”的 研究 中 ， 处 于 遥遥 领先 的 地 
位 ， 

数论 犹如 广阔 无 进 的 大 海 ， 人 们 可 以 在 此 中 
尽情 地 畅游 ， 锻 炼 出 征服 大 自然 的 坚强 意志 。 当 
人 们 着 意 于 去 解决 这 些 数论 难题 时 ， 会 内 发 出 知 
正 的 光芒 ， 会 创造 出 种 种 新 的 数学 方法 ， 产 生 新 
的 数学 思想 ， 甚 至 会 产生 新 的 数学 分 支 ， 为 人 类 
征服 自然 改造 自然 提供 有 力 的 工具 ,赢得 了 “ 数 
之 女皇 ”的 美誉 ， 因 此 ， 数 论 的 研究 ， 特 别 是 黎 
曼 猜 想 的 研究 ， 引 起 了 一 大 批 第 一 流 数 学 家 的 注 
意 。 

仿效 哈代 的 方法 ，1942 年 来 自 大 数学 家 阿 贝 
尔 的 故乡 的 挪威 青年 数学 家 赛 尔 贝 格 成 功 地 证 明 
了 函数 方程 CS) = 0 至 少 有 百 分 之 一 个 非 无 聊 零 
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的 数学 家 莱 文 森 把 上 述 的 百 分 之 一 提高 到 地 ， 哈 
代 的 成 就 变动 了 整个 数学 界 。 

有 许多 事实 支持 着 猜想 的 正确 性 ， 例 如 1968 
年 美国 威斯康辛 大 学 的 三 位 数学 家 罗 含 、 仿 恩 非 
尔 德 和 约 埃 ， 在 对 黎 曼 猜想 的 研究 中 ， 首 次 运用 
了 现代 计算 工具 一 一 电子 计算 机 ,证 实 了 黎 曼 函 


数 方程 的 前 三 百 五 十 万 个 解 位 于 实 部 0 = SAH 


线 上 ,当然 ,这些 事实 并 不 能 填补 有 限 与 无 限 这 条 
鸿沟 ， 因 为 所 考察 的 仅仅 是 其 中 的 有 限 个 。 数 学 
史 中 不 乏 例 证 ， 说 明 有 限 推理 的 不 可 靠 性 。 例 如 
1914 年 李 特 伍德 其 研究 过 一 素数 分 布 密度 的 不 等 
式 ， 这 个 不 等 式 从 1 ASP SH PRT REM 
么 大 的 数 都 是 正确 的 ， 但 超过 某 个 大 数 的 无 穷 多 
个 数 却 是 错误 的 .。 黎 曼 猜想 至 今 没有 解决 ， 但 数 . 
学 家 们 对 此 仍然 抱 以 极 大 的 热情 ， 持 乐观 态度 ， 
我 们 也 深信 :猜想 被 解决 的 量子 一 定 会 到 来 。 


5.3 真诚 的 友谊 ， 诚 挚 的 合作 


哈代 说 过 ， 他 一 生 最 愉快 的 两 件 事 是 和 李 特 
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伍德 合作 以 及 发 更 了 拉 玛 努 扬 。 

自 1911 年 开始 ， 哈 代 和 李 特 伍德 共 写 了 100 
多 篇 论文 。 李 特 伍德 比 哈代 小 8 岁 。 哈代 后 来 到 
牛津 任教 ， 李 特 伍德 在 剑桥 ， 但 仍然 保持 合作 ， 
他 们 每 接 到 对 方 的 来 信 中 提出 的 论文 ， 都 必须 不 
看 信 中 的 证 明 ， 而 要 自己 单独 做 ， 这 样 经 过 互 切 
互 磋 ， 最 后 由 哈代 定稿 。 真 诚 的 友谊 ， 共 同 的 事 
业 把 他 们 紧 紧 弛 连接 在 一 起 ， 他 们 的 合作 范围 很 
DY, BRT Re. BSC RH. TER, BAe 
EH, FRA. TARARE 数 等 领 
域 。 为 现代 数学 的 发 展 作出 了 杰出 贡献 。 哈 代 与 
李 特 伍德 闻 的 友谊 ， 已 成 为 现代 数学 史上 的 一 段 
EH. 

1913 年 新 年 伊始 ， 一 天 了 哈代 从 信箱 内 收 到 一 
封 沉甸甸 的 大 信封 引起 了 他 的 注意 。 这 是 一 封 发 
自 异 邦 印 度 的 信件 ， 在 那里 他 并 没有 熟人 ， 然 而 
信封 上 却 工整 地 写 着 ， 英 国 剑 桥 大 学 三 一 学 院 险 
代 教 授 收 的 字样 。 险 代 觉 得 非常 奇怪 。 他 小 心 咽 
翼 地 用 刀 制 弄 信封， 打开 一 看 ， 竞 是 一 篇 数学 论 
文 ， 还 附 有 一 封 信 。 原 来 这 是 天 才 数 学 家 拉 玛 努 
扬 写 给 哈代 的 。 

拉 玛 努 扬 于 1887 年 出 生 于 印度 的 马 德 拉 省 ， 
家 境 颇 为 穷困 ,所 人 们 回忆 ,他 从 小 对 数字 就 有 特 


113 


殊 的 运算 能 力 和 记忆 能 力 ， 比 如 可 以 背 出 x、e 的 
许多 位 小 数 。1903 年 ， 他 从 友人 那里 借 到 一 本 卡 
尔 著 的 《纯粹 数学 纲要 》。 他 废寝忘食 地 学 习 ， 
从 此 ， 数 学 成 为 他 的 唯一 兴趣 。1904 年 他 获得 了 
奖学金 ， 但 因 英 语 不 好 而 辍学 。1909 年 他 结 了 
婚 ， 终 日 为 生活 奔波 。 

天 才 面 前 免不了 有 障碍 ， 而 障碍 却 能 磨炼 天 
才 的 意志 生活 对 泊 不 定 的 拉 玛 努 扬 一 直 没 有 放 
弃 数 学 研究 。1911 年 ， 他 在 印度 数学 会 杂志 上 发 
表 了 第 一 篇 论文 《关于 伯 努 利 数 的 性 质 》， 此 后 
又 写 了 一 些 论文 ， 渐渐 为 人 所 知 ， 人 们 可 坚信 这 
样 一 条 真理 ， 是 木 ， 它 总 会 长 成 材 的 。 

在 朋友 的 众 思 下 ， 拉 玛 努 扬 才 给 哈代 写 了 这 
封 信 。 就 是 这 封 信 在 他 的 生活 中 产生 了 重大 的 转 
折 。 信 中 介绍 了 他 自己 的 身份 后 这 样 写 道 ; 

“最 近 我 恋 了 你 的 一 篇 文章 ， 是 关于 无 限 大 
的 界 。 在 36 页 上 ， 我 发 现 了 迄今 没有 一 个 确定 的 
表达 式 能 给 出 不 大 于 一 个 给 定常 数 的 素数 个 数 。 
我 找到 了 一 个 公式 非常 接近 于 真实 结果 ， 误 差 可 
忽略 。 我 时 请 您 能 过 目 附 上 的 论文 。 如 果 您 相信 
有 价值 ， 我 希望 我 的 结果 能 够 发 表 ……?” 。 

哈代 看 完 信 后 ， 他 心中 思 仁 着 ， 来 自 科学 落 
后 之 邦 印度 的 一 位 数学 爱好 者 的 论文 ， 是 否 有 一 
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定 的 价值 ? 他 本 着 唯 才 是 举 之 心 ， 开 始 阅 读 拉 玛 
努 扬 的 论文 。 其 实 拉 玛 努 扬 附 上 的 论文 仅仅 是 些 
没有 证 明 或 只 作 直 观 推断 的 式 子 。 

险 代 一 会 儿 放下 稿子 ， 低 头 沉思 ;一 会 儿 又 
一 页 页 地 往 下 细 读 ， 有 时 候 又 重新 翻 到 前 面 ， 再 
仔细 地 回味 ， 好 不 容易 把 稿子 看 完 。 他 看 了 这 些 
式 子 后 感到 十 分 吃惊 。 尽 管 文中 有 不 少 错误 ， 如 
随便 把 运算 符号 交换 等 等 。 但 其 中 的 大 部 分 结果 
是 正确 的 ， 其 中 一 条 是 兰 道 刚 得 到 的 结果 ， 另 外 
一 些 是 当时 数学 家 所 企 求 得 到 的 结果 。 哈 代 认 为 
他 很 少见 到 这 样 高 水 平 的 论文 。 

以 后 一 段 时 间 里 ， 哈 代 不 顾 连 日 的 劳顿 ， 沉 
浸 于 论文 的 修改 之 中 。 这 篇 有 名 的 论文 后 来 发 表 
在 《伦敦 数学 汇 刊 》 上， 而 原稿 中 的 一 段 文字 则 
成 了 《一 位 数学 家 的 回顾 》 的 封面 。 这 篇 论文 证 . 
请 了 非 限制 分 折 数 p(n) 不 仅 能 近似 地 表示 成 一 
渐 近 公式 ,而 且 还 能 对 任何 ?精确 地 计算 出 来 。 文 
中 所 用 的 “ 贺 法 ”无 疑 是 哈代 和 拉 玛 努 扬 的 最 伟 
大 创造 。 后 来 哈代 和 李 特 伍德 把 圆 法 应 用 于 其 他 
问题 ， 特 别 是 应 用 于 把 一 个 整数 表示 为 车 个 给 定 
知之 和 的 华 林 问 题 ， 以 及 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 ， 
苏联 数学 家 维 诺 格拉 多 夫 运 用 加 法 的 基本 思想 ， 
结合 自己 的 创新 ， 证 明了 奇数 革 德 也 赫 猜 想 ( 即 
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三 素数 定理 ) 。 数 学 家 们 认为 这 是 一 个 非凡 的 方 
法 ， 今 天 仍然 发 挥 着 重大 的 作用 。 鉴 于 拉 玛 努 扬 
的 杰出 工作 ， 哈 代 在 给 他 的 信 中 对 他 的 才华 给 以 
高 度 的 评价 ， 对 他 的 工作 推崇 备至 ， 并 热情 地 邀 
请 拉 玛 努 扬 到 剑桥 与 他 一 起 从 事 研 究 工作 。 

拉 玛 努 扬 怎么 能 想到 自己 的 论文 会 引起 蛤 代 
如 此 强烈 的 反响 ， 他 内 心 深 处 的 激动 是 难以 用 语 
言 来 描述 的 ， 他 庆幸 自己 过 到 了 一 位 识 才 的 良 
师 。 到 英国 去 学 习 和 工作 ， 对 妻 儿 老 小 ， 全 靠 拉 
玛 努 扬 一 人 挣 钱 活命 的 家 庭 来 说 正 是 困难 重重 。 
1914 年 4 月 ， 在 哈代 的 支 助 下 ， 拉 玛 努 扬 说 服 了 
母亲 ， 来 到 了 三 一 学 院 ， 

哈代 把 拉 玛 努 扬 安置 在 自己 家 里 ， 他 们 同 
I. TE, SC. Ma TAARN 
工作 ， 发 现 他 的 知识 的 局 限 和 知识 的 深刻 是 同样 
地 令 人 惊奇 ,一 方面 ， 拉 玛 努 扬 可 独立 地 发 现 6 
消 数 的 性 质 ， 研 究 解析 函数 的 尖端 问题 ， 另 一 方 
面 对 复 变量 函数 却 只 有 一 个 模糊 的 认识 。 他 似乎 
不 知道 严格 推理 是 什么 ， 只 是 得 心 应 手 地 交替 使 
用 论证 、 直 观 和 归纳 。 同 时 发 现 这 位 印度 青年 才 
华 过 人 ， 是 位 有 前 途 的 数学 家 。 了 哈代 对 他 进行 了 
适当 的 教育 ， 结 果 很 成 功 ， 拉 玛 努 扬 在 欧洲 共 发 
表 了 31 篇 论文 ，17 篇 注 记 。 他 的 文章 大 都 登 在 伦 
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敦 的 数学 刊物 、 法 国 科学 院 的 杂志 及 德国 的 《 数 
学 杂志 》 上 ，。 

1918 年 , 拉 玛 努 扬 被 选 为 英国 皇家 学 会 会 员 
但 是 ， 这 位 才华 模 洲 、 联 明 过 人 的 数学 家 不 幸 
患 了 肺病 、， 由 于 英国 潮湿 的 气候 不 利于 他 的 养 
病 ， 他 不 得 不 离开 了 生活 了 五 年 的 英国 ， 返 回 印 
度 。 翌 年 ， 这 位 年 仅 33 岁 的 天 才 数 学 家 离开 了 人 
世 . 

对 于 拉 玛 努 扬 的 死 ， 哈 代 悲 痛 万 分 。 无 形 的 
数学 纽带 旱 已 把 他 们 俩 连 在 一 起 。 哈 代 在 拉 玛 努 
HER BRAT BR ERED Be 
他 以 后 多 次 写 文章 悼念 这 位 青年 。 他 这 样 写 道 ， 
“ 拉 玛 努 扬 的 思想 方法 不 属于 当代 数学 家 的 流派 ， 
但 他 知道 什么 时 候 证 明了 一 个 定理 以 及 什么 时 
候 没 有 证 明 。 他 那 种 原 发 的 巧妙 想法 源源 不 断 地 
流出 。 对 于 欧洲 来 说 ， 正 因为 他 代表 着 不 同 的 流 
派 ， 因 而 更 加 重要 。” 

诚然 ， 拉 玛 努 扬 有 许多 非凡 的 数学 才能 。 关 
于 他 ， 有 种 种 传说 。 据 说 ， 有 一 次 哈代 到 医院 探 
望 拉 玛 努 扬 ， 告 诉 他 坐 的 汽车 号 码 是 1729， 拉 玛 
努 扬 不 假 思索 地 指出 ; 这 个 数字 很 有 趣 , 因为 它 是 
能 用 两 种 方法 表示 为 的 最 小 整数 的 立方 和 ， 即 ， 
4+12=1729=9+10， 这 一 传说 并 非 一 定 可 
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靠 ， 但 确实 也 反映 了 拉 玛 努 扬 的 数学 创造 风格 ， 
凭 直觉 作出 应 有 的 正确 论证 ， 

值得 一 提 的 是 ， 拉 玛 努 扬 为 后 人 留 下 了 许多 
狂想 ， 最 为 著名 的 拉 玛 努 场 猜想 与 代数 域 上 的 黎 
曼 猿 想 一 一 魏 依 猜想 密切 相关 。1974 年 ， 比 利 时 
FE EBC ER PAK EE DC AI HS A T 
努 扬 的 许多 有 用 工作 . 

哈代 喜欢 同 别人 合作 搞 研究 ， 许 多 数学 家 也 
都 愿意 与 他 合作 ， 包 括 他 的 学 生 在 内 。 与 哈代 合 
作 过 的 人 很 多 ， 除 了 上 面 提 到 的 李 特 伍德 和 拉 玛 
努 扬 外 ， 还 有 英 厄 姆 、 兰 道 、 波 利 亚 、 梯 其 玛 什 
等 著名 数学 家 。 蛤 代 常常 说 ，“ 论 文 的 每 个 合作 
者 应 该 得 到 此 论文 的 不 止 一 半 的 荣誉 ”。 他 总 是 
避 而 不 谈 自 己 所 作 的 工作 。 他 认为 “自己 只 是 一 
个 问题 的 解答 者 ， 没 有 引进 任何 新 观点 ” 。 A 
而 ， 哈 代 在 解析 数论 方面 对 黎 曼 猜想 的 研究 所 作 
的 贡献 是 举世 公认 的 。 外貌 只 能 炫 沽 一 时 ， 真 美 
方 能 百世 不 强 。 哈代 那 种 甘 为 人 梯 、 识 才 爱 才 、 
廊 虚 灌 慎 的 美德 ， 将 永世 流芳 。 


5.4 ”咬定 青山 不 放松 


在 科学 的 道路 上 没有 平坦 的 大 道 ， 然 而 ， 生 
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活 的 道路 也 不 是 平坦 的 。 哈 代 在 剑桥 学 习 和 工作 
期 间 ， 几 乎 把 他 的 所 有 精力 都 扑 在 教学 和 科学 研 
究 上 。 虽 说 剑桥 离 他 的 故里 并 不 怎么 远 ， 但 他 一 
直 没 能 抽出 时 间 回 家 探望 父母 ， 与 他 们 共享 天 伦 
之 乐 。 他 的 父母 也 从 不 埋怨 ,相反 地 ， 哈 代 的 父 
母 坚 决 支持 他 搞 事 业 。 哈 代 也 以 自己 的 出 色 工 作 
报答 父母 的 养育 之 恩 。 当 哈代 在 学 术 上 取得 成 就 
的 时 候 ， 接 嗓 而 至 的 问题 是 年 纪 大 了 ， 该 成 立 家 
庭 了 。 他 的 父母 双亲 年 事 已 高 ， 心 中 率 挂 着 儿子 
的 婚姻 问题 ， 二 老 当然 少不了 操心 ， 有 许多 名 门 
望族 也 托 媒 前 来 ， 欲 结 姻亲 。 起 初 ， 哈 代 一 笑 了 
之 ， 但 接二连三 的 纠缠 ， 扰 得 他 心神 不 安 。 戌 家 
与 立业 ， 两 者 该 怎样 选择 ， 在 人 生 的 十 字 路 口 ， 
哈代 断然 选择 了 事业 ， 既 爱 科学 须 顽 情 ， 哈 代 以 
他 那 美妙 动听 的 话 “ 我 的 一 生 已 经 献 给 了 科学 ”， 
回答 了 媒人 ， 他 与 科学 结 成 了 “终身 伴侣 ”。 为 
了 使 他 的 科学 研究 不 受 干扰 ， 他 的 家 里 所 雇佣 的 
仆人 都 是 男 的 ， 

俗话 说 ，“ 俭 能 养 志 ”。 险 代 是 很 节俭 的 
人 ， 他 并 不 注意 物质 的 享受 ,他 的 学 生 曾 回忆 
道 ，“…… 为 了 唯 理智 的 普 行 主义 而 放弃 生活 上 
的 奢侈 享受 ， 这 确实 需要 勇气 ”。 哈 代 把 自己 的 
物质 欲 压 低 到 最 小 的 限度 ， 与 他 共事 过 的 人 都 知 
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道 ， 哈 代 是 个 非常 珍 异 时间 的 人 。 他 最 讨厌 镜子 
把 宝贵 的 时 间 花 在 无 亩 的 装扮 上 。 他 的 房间 里 没 
有 镜子 。 在 旅馆 里 ， 他 进 房 所 做 的 第 一 件 事 就 是 
用 浴巾 盖 住 镜子 。 正 因为 如 此 他 把 自己 置 于 无 拘 
无 束 的 环境 中 。 时 间 如 同一 位 伟大 的 画家 ， 她 能 
描绘 出 未 来 的 美景 。 了 哈代 惜 阴 重 金 ， 为 他 的 事业 
上 的 成 功 ， 咎 得 了 宝贵 的 时 间 ， 

但 是 请 不 要 误 为 哈代 是 一 个 生性 怪癖 的 奇 
人 人。 其实， 他 爱好 运动 、 为 人 诚实 、 谈 吐 风趣 、 
党 有 正义 感 。 在 剑桥 大 学 三 一 学 院 念书 时 ， 他 是 
一 个 很 好 的 板 球 运动 员 。 他 不 信 上 帝 ， 信 科学 ， 
拒绝 参加 任何 宗教 活动 。1940 年 元 旦 ， 他 在 给 好 
友 的 一 封 信 中 提出 了 六 点 新 年 希望 。 〈1) 证 明 
黎 曼 猜想 ，“【〈2〉 在 欧 上 弗 尔 举行 的 最 后 一 场 板 球 
比赛 ,并 在 第 四 局 中 获得 211 分 以 赢得 胜利 。( 3 ) 
找到 公众 所 信服 的 不 存在 上 帝 的 论证 。 (4) 第 
KELKE, (5) 在 英国 和 德国 等 国 
宣布 民选 的 总 统 。 〈6 ) 处 死 墨 索 里 尼 〈 意 大 利 
法 西 斯 党 购 ) 。 险 代 的 性 格 和 志向 可 见 一 班 。 社 
会 发 展 到 今天 ， 了 哈代 所 提 的 后 面 五 点 希望 都 已 成 
为 现实 ， 而 黎 曼 猜想 仍然 是 一 个 没有 被 揭 开 的 
迷 。 
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5,5 数学 领域 中 的 佼佼 者 


从 1911 年 开始 ， 哈 代 接 受 前 人 的 挑战 ， 研 究 
黎 曼 猜想 。1914 年 ， 他 终于 找到 了 一 条 大 有 希望 
的 线索 ,使 黎 曼 猜想 的 研究 出 现 了 重大 的 突破 ， 
哈代 仅 这 一 成 果 就 可 永 垂 数学 史册 。“ 老 怠 估 
栖 ， 志 在 千里 ”。1940 年 ， 年 近 花 甲 的 哈代 仍 忘 
不 了 黎 曼 猜想 ， 把 他 作为 自己 在 新 年 里 的 第 一 点 
希望 。 他 致力 于 研究 猜想 ， 把 他 的 一 生 贡献 给 了 
数学 。 此 外 ， 险 代 是 数学 界 中 具有 丰富 组 织 能 力 
的 领导 者 。 

《数学 季刊 》 和 《数学 信使 》 是 国际 上 颇 有 
影响 的 刊物 ， 原 来 由 格 莱 谢 尔 任 主编 。 但 1928 年 
格 菜 谢 尔 逝 世 后 ， 一 度 停刊 ， 这 使 数学 界 蒙受 了 
巨大 的 损失 .数学 界 同行 纷纷 要 求 迅速 恢复 这 两 
个 刊物 ， 这 需要 在 数学 界 内 物色 一 位 众望 所 归 的 
人 物 来 接任 主编 的 工作 ,在 数学 界 的 竭力 推荐 下 ， 
险 代 接替 了 这 项 工作 。 由 于 他 的 积极 努力 ， 新 的 
《数学 季刊 》 不 久 就 问世 了 。 而 且 办 得 非常 出 
fi, 成 了 国际 上 著名 的 数学 杂志 . 

英国 伦敦 数学 会 在 险 代 的 影响 下 ， 学 术 气 氛 
空前 活跃 。 教 授 和 学 生 在 自由 、 和 和谐 的 气氛 中 ， 
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共同 讨论 一 些 深刻 的 数学 问题 ，1931 年 英国 剑桥 
大 学 的 领袖 数学 家 元 布 森 去 世 。 一 个 国家 不 能 没 
有 首脑 ， 一 个 团体 不 能 缺少 核心 数 。 数 学 界 也 正 
为 此 着 急 。 当 时 ,哈代 在 国外 , 同行 们 普遍 认为 哈 
代 是 最 合适 的 继承 者 ， 险 代 重 返 剑桥 大 学 ， 直 至 
1942 年 退休 。 在 这 段 时 间 里 ， 值 得 一 提 的 是 举办 
“哈代 一 一 李 特 伍德 ”讨论 班 。 讨 论 班 是 在 哈代 
的 主持 下 进行 的 ， 他 处 理 问题 的 方法 灵活 多 样 ， 
而 且 涉 及 问题 的 本 质 。 在 这 个 讨论 班 的 影响 下 ， 
英国 数学 界 培养 出 了 象 达 文 泡 特等 一 大 批 数 论 专 
家 ， 即 使 在 今天 ， 剑 桥 大 学 仍然 保持 着 数论 研究 
的 特色 。 我 国 已 故 的 杰出 数学 家 华罗庚 也 曾 在 哈 
代 的 指导 下 工作 过 ， 他 在 数学 的 许多 领域 都 作出 
过 重要 的 贡献 。 

哈代 在 事业 上 取得 了 巨大 的 成 功 ， 得 到 了 国 
际 科学 界 的 公认 ， 赢 得 了 荣誉 。 年 仅 四 十 多 岁 的 
险 代 ， 就 曾 三 次 应 邀 出 国 访问 讲学 。 每 当 出 国 或 
返回 国内 的 时 候 ， 他 每 次 都 要 给 他 的 一 些 朋 友 寡 
一 张 明 片 ， 声 称 “ 我 已 经 证 明了 黎 曼 猜想 ”。 W 
哈代 本 人 说 ， 他 所 以 这 样 做 ， 是 因为 阁 王 同 他 有 
个 人 的 冲突 ， 不 愿意 让 他 带 着 这 样 的 荣誉 去 见 
他 。 

1920 年 ， 了 哈代 被 授予 皇家 学 会 的 皇家 奖章 ， 
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CE19225F PRIR AW Ls PRR A tA 
组 的 主席 。1924 年 至 1926 年 他 担任 国家 科学 家 协 
会 主席 ， 并 成 为 许多 著名 的 国家 科学 院 的 名 誉 成 
员 。1940 年 他 获得 了 西 尔 凡 斯 特 奖 章 。1947 年 又 
获得 了 考 不 勒 奖章 。 在 哈代 逝世 的 前 几 个 月 ， 他 
被 选 为 巴黎 科学 院 的 外 籍 院士 ， 这 是 一 个 特殊 的 
荣誉 ， 因 为 这 样 席位 只 设 十 个 ， 上 只 有 举世 公认 的 
杰出 科学 家 才能 获得 一 席 ， 

不 可 否认 ，20 世 纪 以 来 英国 数学 ， 总 的 说 来 
较 欧洲 大 陆 的 德国 和 法 国 稍为 逊色。 哈代 在 数学 
史上 的 地 位 ， 也 逊色 于 同时 代 的 数学 大 师 希 尔 从 
特 。 但 是 ， 他 对 数学 中 的 最 重要 问题 之 一 黎 曼 猜 
想 所 作 的 贡献 是 无 与 伦比 的 。 作 为 20 世 纪 上 半 叶 
英国 数学 的 代表 ， 哈 代 也 是 当之无愧 的 ， 


六 RRR A 
赛 尔 贝 格 ， 朋 比 
利 , 德 林 
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每 年 一 度 的 诺 贝尔 奖 ， 已 经 成 为 家 喻 户 晓 令 
世人 瞩目 的 科学 大 奖 。 但 令 人 失望 的 是 诺 贝尔 奖 
在 科学 方面 只 设 物理 .化 学 ,生物 学 和 医学 奖 ， 表 
彰 在 这 几 门 学 科 中 取得 卓越 成 就 的 精英 ， 唯 独 缺 
少数 学 奖 ， 使 数学 界 失去 了 一 次 评价 重大 成 就 和 
杰出 人 才 的 机 会 。 至 于 诺 贝 尔 奖 中 为 什么 不 设 数 
学 奖 ， 对 此 人 们 一 直 有 各 种 猜疑 

由 加 拿 大 数学 家 命名 的 菲 尔 茨 奖 也 是 一 种 世 
界 性 的 奖励 ， 每 四 年 颁发 一 次 。 在 各 国 数学 家 眼 
里 ， 获 得 菲 尔 芯 奖 的 荣誉 可 与 诺 贝 尔 奖 媲美 。 然 
而 ， 非 尔 芯 奖 只 是 一 枚 金 质 奖章 ， 与 诺 贝 尔 奖 的 
十 万 美金 相 比 微乎其微 。 值 得 庆幸 的 是 世界 上 没 
有 一 种 大 奖 比 菲 尔 芯 奖 更 具 权 威 性 和 国际 性 。 非 
尔 蒋 奖 获 得 者 工作 代表 着 当今 数学 发 展 的 主流 。 

本 章 将 向 大 家 介绍 菲 尔 茨 奖 获得 者 赛 尔 由 
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格 、 朋 比 利 和 德 林 的 获奖 工作 。 这 些 工作 都 与 至 
今 尚 未 解决 的 著名 问题 一 一 歼 曼 猜想 有 着 密切 的 
RR. 


6.1 阿 特 尔 . 赛 尔 贝 格 


在 菲 尔 芯 奖 获 得 者 中 ， 直 接 以 研究 黎 曼 猜想 
为 获奖 主要 工作 的 唯 独 只 有 赛 尔 贝 格 。 赛 尔 贝 格 
蚌 一 位 挪威 血统 的 美国 数学 家 。1917 年 6 月 4 
日 ， 他 生 于 挪威 的 朗 根 松 。 赛 尔 贝 格 的 全 部 教育 
都 是 在 挪威 国内 接收 的 。19 世 纪 的 挪威， 是 一 
个 产生 象 阿 贝尔 这 样 伟大 数学 家 的 国度 ， 数 学 教 
育 的 水 准 颇 高 。 赛 尔 贝 阁 在 挪威 首都 奥斯陆 大 学 
上 大 学 ， 以 后 又 留 下 作 研 究 生 。1943 年 ， 他 获得 
了 楼 士 学 位 ， 学 位 论文 的 题目 为 《 论 黎 曼 “函数 
的 零点 》。 这 是 一 篇 继 哈 代 后 开创 黎 曼 猜想 研究 
渐 领 域 的 杰出 文献 。 这 篇 论文 使 赛 尔 贝 格 几 露头 
fo HEARR., SR. HANERE 
黎 曼 猜想 这 一 难题 的 漫长 历史 时 ， 都 忘 不 了 这 一 
研究 成 果 。 

1859 年 ， 黎 曼 发 现 《函数 与 素数 有 密切 的 联 
系 ， 提 出 了 一 篇 八 页 的 论文 《 论 小 于 给 定数 的 素 
数 个 数 》， 其 中 包含 着 好 几 个 猜想 。 最 著名 的 、 
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也 是 迄今 无 法 解决 一 个 就 是 黎明 猜想， 所 谓 的 5 


HM, RE C(s) = 有 二 (S=0+it)。 最初 ， 这 


函数 被 大 数学 家 欧 拉 用 来 解决 素数 分 布 问题 。 然 
而 ， 当 前 “函数 的 根本 问题 是 黎 曼 猜想 。 即 一 个 
关于 上 (S) 的 零点 分 布 的 猜测 .在 希 尔 伯 特 演讲 的 
二 十 三 个 问题 中 ， 这 个 猜想 被 列 在 第 八 个 问题 
中 ， 而 第 八 个 问题 的 核心 就 是 这 个 猜想 。 从 1859 
年 算 起 ， 已 迈 过 了 一 百 多 年 的 历程 ， 黎 曼 猜 想 仍 
然 是 一 个 难 解 之 “ 迷 ” 。 

正确 解决 难题 的 方法 是 相似 的 。 当 人 们 无 力 
于 一 揽 子 加 以 解决 时 ， 就 只 能 避 开 障碍 ， 解 决 较 
弱 的 命题 。 赛 尔 贝 格 正 是 这 样 ， 开 辟 了 进军 黎 曼 
猜想 的 新 途 名 .比较 N(T) 和 N,(T), 这 里 的 NT) 
PEET, 0<o<1} $l(s) 的 零点 个 数 ， 


NT) 是 线段 |o<t<T，c= 于 | 上 CONZA 


个 数 。 黎 曼 猜 想 无 非 是 想 证 实 ， 对 于 任意 T>0， 
有 N(T) = N,(T)。 由 于 上 述 线段 是 矩形 集合 中 
的 一 部 分 ， 显 然 有 NN,(T) <N(T), TERR 
想 实质 上 等 价 于 证 明 ，N，(T) SeN(T), (c= 
1). 

RUNGE, Ex- AMANTE 


要 的 一 步 。 在 此 之 前 ， 险 代 首 先 证 明了 NAT) 
一 人 ce 〈 当 了 一 一 co 时 ) ， 即 2(s) 的 无 穷 多 个 零 


KE = 地 的 直线 上 ， 随 后 ， 哈 代 又 与 李 特 伍德 


合作 证 明了 ; N,(T) 宇 AT， 此 处 如 为 常数 ， 可 以 
毫 不 含糊 地 推测 ， 赛 尔 贝 格 所 用 技巧 是 哈代 技巧 
的 进一步 发 展 ， 实 际 上 ， 赛 尔 贝 格 证 明了 ， 存 在 
一 个 常数 A4， 使 得 N,(T) 宇 ATlogT, 关 于 NC(T) 有 
这 样 一 个 估计 式 


OT T T 
N (D) = 7 8 5 


~~ + S(T) + 
an 
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其 中 SCT) = 上 arge( 卫 + 江 )，S(T7 的 统计 分 布 


已 被 赛 尔 贝 格 所 确定 ， 但 是 SCT) 的 最 大 阶 仍然 
是 个 未 知 数 。 一 般 认为 


-Of( logT yo 
S(T) =0( (oar) ) 


因此 ， 赛 尔 贝 格 的 博士 论文 的 主要 结果 相当 
FERT: ND >>NT), 尽管 赛 尔 贝 格 没有 计 
算出 c 的 大 小 ， 事 实 上 用 他 的 方法 计算 得 到 的 c 只 
有 百 分 之 一 左右 。 显 然 此 结果 离 黎 曼 猜 想 c = 1 相 
距 很 远 。 但 他 的 成 果 毕 竞 是 开拓 性 的 ， 被 确定 为 
获奖 的 主要 工作 之 一 。 

由 于 上 述 成 果 ， 赛 尔 贝 格 名 扬 海 外 。 生 活 中 
的 一 切 都 受到 美好 的 抚 爱 。1947 年 ， 赛 尔 贝 格 完 
婚 后 ， 应 邀 赴 美国 的 普 林 斯 敦 高 等 研究 院 工 作 ， 
并 定居 美国 。1951 年 他 成 为 普 林 斯 敦 高 等 研究 院 
的 教授 。 普 林 斯 敦 高 等 研究 院 是 美国 也 是 世界 上 
的 一 个 著名 的 科学 研究 中 心 。 那 里 拥有 爱 因 斯 坦 
DEAN DBRS, HH KS 
这 样 杰出 的 数学 大 师 ， 无 疑 给 赛 尔 贝 格 创造 了 极 
好 的 环境 ， 使 他 在 许多 方面 做 出 了 出 色 的 结果 ， 
导致 他 获得 非 尔 茨 奖 的 另 一 有 趣 工作 就 是 在 这 期 
间 完 成 的 。 他 在 1949 年 给 出 了 素数 定理 的 初等 证 
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明 . 
勒 让 德 和 高 斯 曾经 根据 大 量 的 具体 数字 材料 
猜测 到 , 若 x (Xx) 记 为 不 超过 自然 数 %* 的 素数 个 数 ， 


Weoo, aC) t- ir RRE, 即 ， 


lima (x)/x/logx =1 
这 就 是 所 谓 的 “素数 定理 ”。 人们 会 惊奇 地 发 现 
分 布 训 无 规则 的 素数 列 ， 其 个 数 竟 然 与 x/logx 
同 阶 。 细 心 的 读者 不 难 发 现 x(X) 的 近似 数 与 生 
长 和 繁殖 增长 率 log8x 有 密切 的 联系 。 素 数 定理 提 
出 近 一 百年 后 ， 法 国 数学 家 阿达 玛 和 布 桑 分 别 独 
立地 给 出 用 到 “函数 性 质 的 解析 方法 的 证 明 。 其 
思想 渊源 可 追溯 到 黎 曼 的 那 篇 关于 黎 曼 猜想 的 论 
文 。 此 后 ， 美 国 数学 家 家 维 纳 又 给 出 了 一 个 方 
法 ， 但 不 是 完全 初等 的 新 证 明 。 由 于 研究 素数 定 
理 的 道路 是 那么 的 漫长 和 艰难 ， 因 此 ， 不 少数 学 
家 怀疑 这 个 定理 最 终 可 以 用 初等 方法 证 明 。 例 
如 ， 英 国 解析 数论 大 师 哈代 一 次 在 哥本哈根 数学 
会 发 表演 讲 时 曾 指出 ， 虽 然 “断言 一 个 定理 肯定 
不 能 用 某 种 方法 证 明 是 轻率 的 ”， 但 是 素数 定理 
的 初等 证 明 照 他 看 来 格外 的 不 能 ,“ 恕 果 谁 给 出 了 
素数 定理 的 初等 证 明 ， 那 他 就 证 明了 我 们 现在 关 
于 数论 、 解 析 函 数论 中 何谓 深刻 、 何 谓 肤浅 的 见 
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解 是 错误 的 ……， 从 而 到 了 该 丢掉 一 些 著作 并 重 
写 理论 的 时 候 了 ” 。 

时 至 说 了 这 旬 话 后 的 第 二 十 八 年 ， 天 才 人 物 
赛 尔 中 格 和 匈牙利 年 轻 的 数学 家 爱 多 士 差不多 同 
时 用 初等 方法 独立 地 证 明了 素数 定理 。 他 们 两 
人 的 证 明 都 依赖 于 同一 不 等 式 一 一 赛 尔 贝 格 不 等 
式 ， 其 意义 远 远 超过 了 这 一 初等 的 证 明 . 

1950 年 ， 成 后 的 第 一 次 国际 数学 家 大 会 在 美 
国 的 坎 布 里 奇 举 行 。 鉴 于 赛 尔 贝 格 在 黎 曼 猜想 研 
究 和 素数 定理 的 初等 证 明 两 项 杰出 成 果 ， 赛 尔 由 
格 与 男 一 位 “广义 函数 论 ” 创 导 者 法 国 数学 家 许 
TARER fia SS EAR RR 

得 奖 以 后 ， 赛 尔 贝 格 的 研究 兴趣 更 为 广泛 . 
1952 年 ， 他 对 布 隆 得 法 作出 了 重要 改进 ， 克 服 了 
ATE PAST MA LTR RR 
Ri. 195646, HH H T (RS Sh A 
分 析 和 不 连续 群 及 其 对 于 获 利 克 莱 级 数 的 应 用 》 
的 论文 ， 开 拓 了 一 个 新 的 研究 方向 。 从 60 E 
起 ， 他 的 研究 兴趣 转向 连续 群 的 离散 子 群 ， 为 后 
人 留 下 了 著名 的 赛 尔 贝 格 猜想 。 

EER RRA PRS, RPE 
时 间 较 长 的 就 要 数 赛 尔 贝 格 。 他 在 本 世纪 数学 史 
册 上 ， 将 留 下 许多 以 他 命名 的 数学 词汇 ， 赛 尔 员 
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格 不 等 式 、 赛 尔 员 格 等 式 、 赛 尔 贝 格 渐 近 公式 、 
赛 尔 贝 格 第 法 、 赛 尔 贝 格 上 函数、 赛 尔 贝 格 猜想 
等 等 。 赛 尔 贝 格 的 研究 成 果 无 疑 推动 了 数学 的 发 
展 ， 特 别 是 数论 研究 的 发 展 。 


6.2 恩 立 考 ， 朋 比 利 


意大利 的 现代 数学 事业 非常 发 达 ， 涌 现 出 了 
象 贝尔 切 密 等 一 大 批 优秀 数学 家 ， 以 及 贝蒂 尼 ， 
合格 雷 、 查 雷 斯 基 等 一 大 批 杰出 的 几何 学 家 。 在 
菲 尔 获奖 得 奖 者 中 ， 朋 比 利 却 是 至 今 唯一 的 意 大 
PA. 他 犹如 鲜花 从 中 的 一 条 奇 姜 ， 灿 烂 夺目 。 

朋 比 利 获 奖 的 最 重要 工作 是 证 明 朋 比 利 中 值 
定理 。 时间 可 追溯 到 1963 年 和 1964 年 ， 那 时 朋 比 
利 在 英国 剑桥 大 学 跟随 数论 大 师 达 文 泡 特 工作 。 
1965 年 ， 达 文 泡 特 应 递 访 问 米兰 。 达 文 泡 特 接受 
意大利 之 行 的 本 意 是 ， 与 朋 比 利 合作 ， 对 素数 分 
布 问题 作 更 深入 的 研究 。 一 开始 工作 ， 他 们 就 发 
现 他 们 的 工作 需要 许多 关于 算术 级 数 中 素数 分 布 
的 信息 。 达 文 泡 特 告诉 朋 比 利 ， 他 的 学 生 罗 斯 最 
近 对 大 第 法 的 改进 ， 可 以 解决 眼前 的 问题 ， 只 是 
形式 上 还 不 能 直接 用 上 去 。 并 建议 朋 比 利 是 否 能 
从 大 第 法 着 手 解决 当前 的 素数 分 布 问 题 ， 说 完 ， 
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达 文 泡 特 就 到 意大利 的 古都 佛罗伦萨 和 水 上 城市 
RUBE, TURE RE RNA BAB TZ 
中 。 四 天 以 后 ， 当 他 回 到 米兰 ， 在 车 站 遇 到 了 接 
他 的 、 两 眼 充满 血丝 的 朋 比 利 。 朋 比 利 急 不 可 待 
地 告诉 他 ， 我 搞 出 来 了 ， 我 成 功 了 ! 这 一 成 果 就 
是 1965 年 朋 比 利 发 表 在 著名 的 英国 数学 杂志 《 数 
学 》 上 的 论文 CEASA . RARER RTM 
个 数学 王国 ， 

众所周知 ， 在 希 尔 伯 特 二 十 三 个 问题 中 ， 第 
八 个 间 题 是 关于 数论 的 一 些 猜 想 ， 其 中 包括 黎 曼 
猜想 和 哥 德 巴 幸 玺 想 、 李 生 素数 猜想 。1944 年 由 
林 尼 克 首 创 的 大 得 法 就 是 用 来 解决 后 两 个 猜想 提 
出 的 有 效 方法 。 朋 比 利 对 大 得 法 的 改进 ， 无 疑 是 
给 进军 象 哥 德 巴 赫 、 挛 生 素 数 猜想 这 样 的 世界 级 
数学 难题 提供 了 一 件 精 锐 武 器 。 

希 尔 伯 特 曾 预言 , 解决 黎 曼 猜想 之 后 , 才 有 和希 
望 解 决 哥 德 巴 幸 猜 想 和 挛 生 素数 猜想 。 而 月 比 利 
工作 的 出 色 之 处 就 在 于 绕 过 黎 曼 猜想 得 到 了 哥 德 
巴赫 猜想 中 的 “1+ 3”。 使 对 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 
向 前 迈 开 了 一 大 步 。 我 国 数学 家 陈景润 利用 朋 比 
利 的 工作 和 独创 的 对 集合 ONT, FMA 
证 明了 措 +2”， 被 称 为 第 法 研究 的 顶峰 . 

朋 比 利 的 工作 体现 为 一 定理 ， 即 ， 朋 比 利 均 
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值 定理 。 实 际 上 ， 它 就 是 研究 算术 数列 ， 

Qs A+qQ, A+2q, @+3q, * 
中 素数 分 布 的 许多 猜想 的 一 个 本 质问 题 ， Bice 
术 级 数 中 不 大 于 X 的 素数 个 数 为 x (X; q，Q)， 
9(9) 为 不 大 于 9 而 与 4 互 素 的 自然 数 个 数 . 朋 比 利 
证 明了 对 于 任意 的 4>0， 总 存在 了 >0， 使 


max | (xn qa) - 
YuxL2/(logx)3 
n(x x 
ze = (aoa) 

在 数论 的 许多 问题 中 ， 如 果 假 设 黎 曼 猜想 成 
立 ， 可 以 得 到 很 好 的 结果 。 但 黎 曼 猜想 离 解决 相 
距 其 远 。 朋 比 利 的 工作 的 重大 作用 在 于 使 许多 数 
论 问 题 获得 重大 进展 ， 一 大 批 “世界 纪录 ” 被 刷 
新 。 还 有 一 些 歼 曼 猜想 成 立意 义 下 的 结果 ， 也 因 
此 而 被 得 到 证 实 ， 

其 实 ， 朋 比 利 从 他 的 少年 时 代 就 开始 研究 数 
学 。1940 年 11 月 26 日 朋 比 利 出 身 于 米兰 一 位 银行 
家 的 家 庭 。 米 兰 是 意大利 的 第 二 大 城市 ， 工 业 和 
金融 的 中 心 ， 热 闹 非 凡 。 喧 闹 的 城市 生活 并 没有 
影响 朋 比 利 的 学 习 兴 趣 。 他 很 小 就 醉心 于 学 习 数 
学 。 十 三 岁 时 ， 他 就 能 哨 读 数论 的 课本 。 他 与 众 
不 同 ， 看 书 自 有 心得 ， 十 六 岁 那 年 小 有 成 果 ， 十 
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八 岁 时 就 用 意大利 文 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 。 从 
此 ， 他 开始 了 在 茫茫 数 海中 邀 游 的 生涯 ， 

朋 比 利 在 学 生 时 代 最 令 人 折服 的 结果 是 他 在 
1962 年 给 出 素数 定理 的 新 的 初等 证 明 。 关 于 素数 
定理 的 历史 前 面 几 章 已 介绍 过 . 19 世纪 来 阿达 玛 
和 布 桑 只 给 出 函数 论 的 证 明 方法 ， 直 至 1949 年 ， 
赛 尔 贝 格 和 爱 多 士 才 给 出 初等 证 明 。 尽 管 赛 尔 员 
格 的 证 明 很 精巧 ， 但 对 精度 的 估计 不 如 原先 函数 
论 的 方法 精确 。 朋 比 利 却 证 明了 ， 

a(x) — lix = OLx/(dogx)į), 


其 中 lix= f 


在 前 人 反复 勘 据 的 地 方 控 掘 出 新 宝藏 ， 这 似乎 意 
味 着 他 具有 过 人 的 才智 ， 事 实 充分 说 明了 这 一 
点 ， 继 朋 比 利 的 大 得 法 工作 后 ， 他 把 他 的 兴趣 伸 
展 到 数论 之 外 ， 使 前 人 留 下 的 许多 难题 得 到 了 飞 
BRR BEE. , 

1965 年 ， 朋 比 利 在 卡 里 加 里 大 学 任 分 析 学 教 
#. 1966 年 又 任 比萨 大 学 的 分 析 教 授 ， 这 是 所 创 
建 于 14 志 纪 意 大 利文 艺 复兴 时 期 的 大 学 ， 享 誉 整 
个 欧洲 。 俩 利 略 试验 自由 落体 的 比萨 斜 塔 也 座 东 
在 比萨 城内 。 在 比萨 ， 朋 比 利 成 了 一 名 受 学 生 欢 
迎 的 教师 。 这 不 仅 是 因为 他 取得 了 “1 + 3” 等 成 
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果 而 名 声 大 品 ， 他 的 课 也 确实 庄 得 出 色 . 清晰 有 
条 理 的 叙述 使 人 折服 ， 深 刻 揭示 问题 本 质 的 思维 
方法 令 人 难忘 。 在 比萨 大 学 期 间 ， 朋 比 利 首先 对 
于 单 叶 函 数 的 出 支 巴 替 猜 想 产 生 了 浓厚 的 兴趣 。 
本 世纪 初 ， 臭 名 昭著 的 纳粹 数学 家 比 孝 巴赫 猜 
测 ， 对 于 单位 圆 域 上 的 正则 单 叶 解 析 函 数 
F(Z) =Z ATQIZTT 2 ten + ayZ tier 
Aj ja.) <2, jal <3, +, laa] <n, +. 
作为 这 个 问题 的 局 部 化 ， 首 先 证 明 a, 的 实 部 
Re(a,)<n, 196746, RAH RA ROR EW T 
limint 3 Rec o> n 为 偶数 ， 


limint FREE, ?为 奇数 。 

这 个 结论 的 证 明 用 到 了 许多 方面 的 知识 ， 朋 
比 利 对 单 叶 解析 函数 性 态 的 研究 ， 令 数学 界 同 行 
瞩目 。 比 勃 巴 替 猜 想 已 于 1985 年 为 美国 印第安 那 
州 普度 大 学 的 一 位 数学 家 所 解决 . 

几 年 后 ， 朋 比 利 已 把 他 的 兴趣 转 到 极 小 曲面 
问题 上 . 极 小 曲面 问题 起 源 很 早 ,1873 年 比利时 物 
理学 家 普 拉 托 用 伸 长 于 一 闭 金属 线 上 的 肥皂 膜 取 
极 小 曲面 的 形状 。 在 这 里 我 们 先导 出 下 述 由 普 拉 
托 提 出 的 问题 ， 给 定 一 个 空间 闭 曲 线 ， 求 以 曲线 


137 


为 边缘 的 极 小 曲面 。 现 在 ， 人 们 普遍 关心 普 拉 托 
问题 向 高 维 空间 作 推 广 。 德 吉 奥 基 等 人 已 经 证 明 
了 ， 当 n=1,2,3、4、,5、6 时 ，n+1 维 欧 氏 空间 中 
的 一 类 n 维 极 小 曲面 没有 内 奇 点 ， 但 对 于 有 =7 时 
的 情形 却 百 思 不 得 其 解 。 朋 比 利 的 加 入 给 问题 带 
来 了 生机 。 首 先 ， 他 与 德 吉 奥 基 等 人 合作 证 明了 
n=7 时 可 以 存在 一 个 奇 点 。 这 种 从 7 开始 起 质变 
的 情况 是 数学 界 同 行 万 万 没有 料想 到 的 .他们 还 
对 伯 恩 赛 德 猜想 提出 了 一 个 反例 。 伯 轧 赛 德 曾 猜 
测 ， 存 在 大 范围 定义 域 (R") 的 R"*: 中 的 曲面 ， 如 
困 是 极 小 曲面 那 必 定 是 超 平面 。 德 吉 奥 基 等 人 曾 
在 60 年 代 前 期 ， 证 明了 对 2<7 时 伯 恩 赛 德 猜想 
成 立 ， 然 而 ， 他 们 指出 了 一 个 反例 ， 有 一 个 以 
及 :为 定义 域 的 玉 中 的 极 小 曲面 不 是 一 超 平面 。 这 
个 结果 ， 深 刻 揭示 了 某 类 偏 微 分 方程 解 空间 的 几 
何 性 态 ， 对 研究 偏 微 分 方程 极为 重要 ， 

由 于 朋 比 利 的 杰出 工作 ， 声 誉 日 隆 。 因此 他 
获得 了 1974 年 度 菲 尔 芯 奖 。 朋 比 利 获 奖 后 并 没有 
止步 ， 一 再 显示 出 他 那 非凡 的 数学 才能 。 他 是 一 
位 “……， 迅 速 地 掌握 一 个 复杂 的 新 领域 的 精 
化 ， 从 中 挑 出 可 以 研究 的 重大 问题 ， 胃 非凡 的 能 
力 去 解决 问题 ……” 的 数学 家 。 如 果 说 以 往 的 
成 果 烙 有 深刻 的 分 析 印 记 ， 那 么 他 在 1980 年 给 出 
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有 限 单 群 中 的 一 个 唯一 性 证 明 ， 则 充满 了 浓厚 的 
代数 味道 ， 

朋 比 利 的 数学 成 果 可 谓 果 实 累累 ， 涉 猫 于 许 
多 数学 分 支 。 然 而 ， 他 对 生活 充满 热情 和 爱 . 他 
十 分 热衷 于 国际 象棋 和 桥牌 ， 百 忙 之 中 ， 也 忘 不 
了 在 自己 的 集邮 喘 、 中 过 收藏 柜 中 增添 几 枚 精 
w. 假日 里 ， 他 常 去 僻静 的 地 方 悠闲 垂钓 。 当 
然 ， 他 一 刻 也 没 忘 记 自己 的 事业 。 这 种 松紧 结合 
的 工作 方式 ， 也 许 是 他 成 功 的 一 个 因素 。 

朋 比 利 现在 仍 处 于 创造 的 盛 期 ， 人 们 期 待 着 
他 能 解决 更 多 的 数学 难题 。 据 说 ， 他 的 当 银 行家 
的 爸爸 曾 许 庶 ， 要 是 朋 比 利 能 解决 超级 难题 黎 晕 
猜想 的 话 ,他 将 奖 给 他 一 件 礼 物 , 黎 曼 猜想 迄今 仍 
未 解决 ， 这 礼物 到 底 是 什么 ? 这 自然 亦 是 个 谜 。 


6.3 RRR - 德 林 与 魏 依 猜想 


数学 历史 的 发 展 犹 如 长 江 后 浪 推 前 浪 ， 不 停 
地 奔 向 前 方 。 几 个 世纪 以 来 ， 法 国 数学 办 伟人 辈 
出 ， 造 就 了 一 代 又 一 代 澡 誉 国际 数 坛 的 数学 家 ， 
AiR OE ARM Oli AREA BK, WBA 
芯 奖 获得 者 格 罗 登 迪克 和 塞 尔 都 是 当今 国际 数学 
界 的 重要 人 物 ,“ 江 山 代 有 才 人 出 ,各 领 风 又 数 百 


139 


年 ”。 那么 ， 谁 是 今天 法 国 数学 界 最 杰出 的 人 物 
呢 ? 他 ， 一 位 比利时 人 ， 解 决 魏 依 狂想 这 个 被 淮 
为 划时代 成 果 的 比利时 青年 数学 家 比 埃 尔 . 德 
林 . 由 于 他 解决 了 魏 依 猜想 ， 因 此 他 获得 了 1978 
年 度 的 菲 尔 茨 奖 ， 

瑶 依 猜想 的 获 证 ， 可 以 说 是 近 四 十 年 来 代数 
几何 学 的 最 重大 成 就 。 为 了 说 明 这 个 猜想 及 德 林 


工作 的 价值 ， 不 妨 让 我 们 把 话题 稍微 延 伸 得 远 
些 


代数 几何 学 是 一 门 古老 的 学 科 ， 它 最 原始 的 
研究 对 象 就 是 代数 曲线 和 代数 曲面 , 本 世纪 以 
来 ， 意 大 利 数学 家 在 代数 几何 学 方面 成 果 累 累 ， 
但 他 们 的 发 现 很 难为 人 理解 。 能 不 能 在 抽象 代数 
和 拓扑 学 的 基础 上 建造 一 座 严整 的 数学 大 厦 ? 这 
个 问题 已 经 由 查 瑞 斯 基 利 魏 依 解决 。 魏 依 正 是 在 
此 时 投入 这 个 工作 的 ， 

在 40 年 代 ， 魏 依 花 了 大 量 的 时 间 思 考 这 个 问 
题 。 过 去 的 代数 篮 是 复数 域 上 由 多 项 式 所 定义 的 
零点 集合 ， 能 否 不 用 坐标 ， 内 蕴 地 定义 代数 簇 ， 
这 是 魏 依 最 初 解决 的 问题 。 其 次 ， 他 研究 了 两 个 
代数 篮 的 交 截 性 态 的 交 鹤 理论 ， 并 且 建 立 了 严格 
的 理论 基础 . 他 的 理论 不 仅 对 于 复数 域 ， 而 且 
对 于 任意 特征 2 的 代数 闭 域 也 适用 。 再 有 ， 查 瑞 
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斯 基 引 进 了 以 他 的 名 字 命 名 的 拓扑 ， 通 过 它 把 所 
有 点 联系 起 来 ， 形 成 每 点 都 对 应 着 一 种 特殊 的 交 
换 环 。 从 此 ， 代 数 几何 学 的 严整 体系 应 运 而 生 
T. 

无 论 哪 一 套 理论 ， 其 目的 就 是 要 解决 具体 的 
问题 ,不 然 它 是 一 堆 废 物 . 魏 依 和 查 瑞 斯 基 的 代数 
几何 学 确实 可 解决 一 些 数学 中 的 难题 ， 特 别 是 数 
论 问题 。 对 有 些 数 论 问 题 ， 复 杂 的 解析 工具 无 能 
为 力 ， 但 是 ， 代 数 几 何 却 能 够 得 出 漂亮 的 结果 ， 
最 突出 的 例子 就 是 黎 曼 猜想 。 魏 依 非常 希望 能 解 


决 原来 的 黎 曼 猜想 ， 即 ECs) = 四 十 的 零点 都 在 复 


平面 实 部 为 1/2 的 直线 上 。 这 个 问题 至 今 仍 未 解 
Be. 不 过 ,对 于 任意 有 限 域 上 的 代数 簇 ,都 能 定义 
相应 的 “函数 ,也 都 有 相应 的 黎 曼 猜想 ，1933 年 ， 
汉 斯 首先 证 明了 椭 贺 曲线 上 的 黎 曼 和 猜想。 而 魏 依 
在 40 年 代 证 明了 关于 代数 域 上 所 有 代数 曲线 的 歼 
SA. FFM TR RS, BE 
依 猜想 .它们 是 说 ， 

如 果 k 是 Pp 个 元 素 的 有 限 域 ，? 是 k 上 nn 维 完 答 
非 异 代 数 徐 ，km 是 Kk 的 m 次 扩 域 ，Nn 是 v 在 Km 中 
ATR, FERRARA CARA 
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Bcl 


d m-i 
Gy 1087 0, v=), Nnu, Z (0, 


v)=1 

那么 

(1) Zu, V ÆU AH ARG 

(2) Zu,，9) 满 足 一 个 函数 方程 ， 它 与 黎 
& 5 函数 潢 足 的 函数 方程 相 类 似 ， 

(3) ZU, V) 的 零点 与 极点 的 绝对 值 是 
PRR, 

C4) 如 果 v 是 另 一 特征 0 域 上 簇 02' 的 “ 模 约 
化 ”， 那 么 《3 ) 中 的 一 些 有 关 量 就 2! FARE 
的 员 蒂 数 。 (贝蒂 数 是 一 拓扑 量 ) 

1949 年 ， 魏 依 猜想 一 提出 ， 就 吸引 了 许多 一 
流 数 学 家 。 在 60 年 代 ， 魏 依 猿 想 成 为 代数 几何 学 
的 中 心 问 题 ， 人 们 为 解决 猪 想 ， 引 进 了 许多 新 工 
具 ， 借 助 了 许多 分 支 的 成 果 。 德 林 的 导师 格 罗 登 
迪克 本 人 也 以 证 明 魏 依 猜想 为 凤 愿 。 他 那 斋 大 的 
代数 几何 研究 计划 就 是 为 证 明 猜 想 而 提出 的 ， 他 
证 明了 除 (3〉 (4) 外 的 其 余 两 条 性 质 。 值 得 
一 提 的 是 ，1970 年 在 国际 数学 家 大 会 上 ， 苏 联 数 
. 学 家 庞 得 里 亚 金 做 了 “微分 对 策 ” 的 报告 ， 其 中 这 
涉 到 导弹 跟踪 飞机 之 类 的 问题 ， 格 罗 登 迪克 不 顾 
大 会 的 秩序 ， 上 人 台 抢 话 简 ， 抗 议 在 数学 会 议 上 演 
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讲 与 军事 有 关 的 问题 。 后 来 他 发 现 数学 研究 成 果 
可 以 直接 或 闻 接 地 应 用 于 军事 ,于 是 ,他 损 然 脱离 
数学 研究 ， 回 到 家 乡 的 农庄 去 务农 ， 然 而 德 林 继 
承 了 他 的 事业 并 把 他 的 事业 推 向 成 功 的 顶峰 ， 德 
林 1973 年 和 1974 年 相继 发 表 了 《 论 魏 依 猜想 》 的 
两 篇 论文 ， 从 而 结束 了 许多 一 流 数 学 家 参加 的 

德 林 一 直 是 生长 在 法 国 数 学 大 家 庭 的 环境 之 
中 。1944 年 10 月 3 日， 他 出 生 于 布鲁塞尔 ， 十 四 
岁 起 就 开始 拜读 布尔 巴 基 的 著作 《数学 原理 》， 
并 征服 了 这 套 严 密 、 浩 繁 而 又 高 度 抽象 的 著作 ， 
显示 出 德 林 把 握 抽 象 内 容 的 惊人 天 赋 。 当 他 进入 
布鲁塞尔 大 学 时 ， 已 对 近代 数学 有 了 一 定 的 认 
识 。 著 名 的 群 论 学 家 梯 艾 发 现 了 这 位 天 才 ， 他 不 
仅 使 德 林 的 基础 知识 政 于 完美 ， 而 且 把 他 这 位 有 
才能 的 学 生 送 到 巴黎 深造 。 以 后 的 事实 说 明 ， 这 
是 很 重要 的 一 步 。 当 时 ， 这 位 二 十 岁 出 头 的 年 轻 
人 来 到 当代 的 大 数学 家 塞 尔 、 格 罗 登 迪克 、 阿 提 
雅 等 人 的 身边 。 他 坐 在 一 个 角落 里 ， 认 真 地 听讲 
着 、 思 考 着 。 有 时 ， 主 讲 人 讲 到 一 些 尚未 解决 的 
问题 ， 他 听 完 后 ， 便 提出 可 以 如 此 这 般 地 解决 ， 
有 时 这 些 大 师 们 对 他 的 方法 也 感到 莫名 其 妙 。 德 
林 的 研究 工作 受 格 罗 登 迪克 和 赛 尔 的 影响 是 很 深 
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刻 的 ， 他 没有 化 费 多 大 的 精力 就 掌握 了 这 两 位 大 
数学 家 的 思想 和 技巧 ， 在 以 后 几 年 的 研究 中 ， 基 
本 上 是 格 罗 登 迪克 研究 方向 的 延伸 和 扩展 。 这 些 
却 丝 毫 没 有 使 德 林 的 风 彩 逊色 .他 以 其 广博 的 知 
识 ， 从 许多 风格 过 异 的 数学 分 支 中 ， 调 集 出 有 用 
的 思想 。 而 且 使 这 些 思想 升华 并 熔 为 一 炉 ， 这 正 
是 德 林 大 大 高 于 别人 之 处 ,对 于 德 林 的 才能 ， 他 
的 导师 格 罗 登 迪 克 曾 经 评价 说 ，“ 德 林 在 1966 年 
就 与 我 旗 鼓 相当 了 。?” KARAS HRS 
过 问题 。 自 然 ， 德 林 的 两 位 导师 都 很 谦虚 ， 但 是 
德 林 无 疑 是 才智 超人， 1973 年 德 林 完全 解决 了 魏 
依 猜想 ， 这 是 70 年 代 纯 数学 领域 中 取得 的 最 辉煌 
成 就 

PEK ARR THEATERA, BREE 
EME. 19744, HAR BAR ERE AS 
法 郎 的 “法 郎 士 ， 德 侍 茨 奖金 ?授予 他 ，1978 年 ， 
德 林 成 为 法 国 科 学 院 最 年 轻 的 院士 ， 并 成 为 法 国 
拿 高 科学 研究 所 四 名 终身 数学 教授 中 的 一 员 。 德 
林 在 其 他 方面 的 工作 也 很 出 色 ， 他 是 一 位 研究 面 
非常 宽阔 的 数学 工作 者 。 他 喜欢 并 且 有 能 力 和 任 
何人 谈论 数学 课题 ， 在 讨论 中 他 的 想法 和 提问 总 
是 使 人 获 益 罪 浅 .不 象 前 面 两 位 获奖 者 的 业余 生 
活 那样 丰富 ， 除 了 数学 外 ， 德 林 喜 欢 种 些 绿色 植 
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物 ， 喜 欢 骑 自行 车 代替 徒步 ， 而 不 喜欢 A 驶 汽 
车 在 复活 节 时 ， 有 可 能 的 话 ， 他 还 饶 有 趣味 地 
组 织 近 邻 的 孩子 们 去 寻找 彩蛋 ， 

关于 魏 依 狂想， 当代 大 数学 家 丢 东 涅 认为 ， 
“这 仅仅 是 通 向 未 知 的 更 加 激动 人 心 的 新 领域 的 
一 把 钥匙 ， 而 不 是 自身 的 终结 。 这 个 未 知 领域 蕴 
藏 着 众多 的 猜想 ， 他 与 分 析 学 、 代 数 几何 学 及 数 
论 相互 渗透 ， 调 制 出 一 种 诱 人 的 美酒 ”。 尽 管 这 
个 关于 一 般 簇 的 黎 曼 猜想 已 经 解决 ， 但 黎 曼 猜想 
离 解 决 还 很 四 远 。 我 们 深信 年 轻 的 一 代数 学 家 -- 
定 能 确证 黎 曼 猜想 的 真 伪 。 


七 素数 分 布 的 一 些 狂想 
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在 人 类 生活 中 有 这 样 的 奇特 现象 ， 人 们 对 于 
一 些微 妙 或 遥远 的 事物 有 比较 深刻 的 研 究 和 认 
识 ， 而 对 于 一 些 寻常 或 习 见 的 事物 却 不 太 了 解 . 
例如 ， 现 代 人 类 可 以 乘坐 宇宙 飞船 到 月 球 上 去 温 
步 ,但 却 没有 任何 人 到 过 太平 洋 底 , 同样 地 ,科学 
家 对 于 微观 世界 的 秘密 有 那么 多 的 设想 和 实验 ， 
但 对 每 天 用 到 的 正 整 数 1、2、3 、…… 的 性 质 
却 还 有 许多 问题 难以 解答 。 早 在 几 千 年 前 ， 人 们 
就 知道 正 整数 、 素 数 的 一 些 性 质 了 。 公 元 前 itt 
纪 ， 欧 几 里 得 在 他 所 著 的 《原本 》 一 书 中 阐述 了 
正 整数 的 许多 性 质 。 书 中 给 出 了 素数 的 定义 ， 如 
果 一 个 正 整数 p 除 了 1 及 其 自身 外 不 能 被 任何 一 个 
ER BER, BAP BARR. BERR NEB 
数 称 为 合 数 、 至 于 素数 在 正 整 数 中 如 何 分 布 ， 人 
们 至 今 认识 得 还 很 少 .许多 数学 家 在 素数 分 布 的 
研究 中 提出 过 一 些 猜想 ， 其 中 有 的 已 经 解决 ， 有 
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的 已 得 到 较 大 的 进展 ， 但 还 有 大 量 的 猜想 流传 至 
今 ， 还 没有 得 到 解决 ， 


7.1 素数 分 布 的 不 规则 性 


素数 在 正 整数 中 的 分 布 是 很 不 规则 的 。 在 
《原本 》 一 书 中 ， 欧 几 里 得 已 经 证 明了 素数 有 无 
穷 多 个 假设 素数 共有 7# 个 ， 将 它们 按 大 小 顺序 
排列 时 ， 第 i 个 素数 记 为 Pt:。 于是， 最 大 的 素数 
应 该 是 D,。 我 们 来 证 明 这 是 不 可 能 的 ， 用 pn! Æ 
ARRAY, (Pr-D 21, ED. 的 因子 中 一 定 包 
含 了 一 切 P,(i=1,253,-, N), 因而 Dat 可 以 被 
每 一 个 D; 整 除 。 可 见 正 整 数 (p, + 1 不 可 能 是 任 
何 一 个 P, 的 倍数 ， 也 就 是 说 (Pp。4 + 1 的 素 因 子 都 
大 于 Pps， 因而 烷 数 一 定 有 无 穷 多 个 。 尽 管 如 此 ， 
素数 的 个 数 还 是 不 太 多 。 我 们 如 果 将 不 超过 xX 的 
素数 的 个 数 用 r(zY) 来 表示 ， 那 么 ， 当 x 很 大 时 ， 
T(XY) 比 起 X 来 是 一 个 很 小 的 数 。 也 就 是 说 , 当 z 趋 
于 无 穷 大 时 ,r(xX)/X 趋 向 于 0 ， 我 们 称 这 个 结论 
为 ， 在 正 整 数 中 几乎 处 处 都 不 是 素数 。 那 么 ， 素 
数 在 正 整数 中 的 分 布 情况 如 何 ? 有 什么 规律 ? 例 
如 ， 是 否 有 些 素数 的 差 很 小 ? 我 们 知道 除 2 以 外 
的 偶数 都 是 合 数 ， 因 此 两 个 大 于 2 的 素数 之 差 全 
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少 是 2 。 如 果 把 奇数 按 大 小 顺序 排列 ， 其 中 有 许 
多 相 邻 的 奇数 都 是 素数 。 例 如 :3 、5 、7 及 11、 
t3 都 是 素数 ， 而 且 相 邻 两 数 之 差 都 是 2 。 但 是 也 
有 一 些 相 邻 素 数 的 差 很 大 .我 们 可 以 找到 连续 
r 个 正 整数 都 是 合 数 。 例 如 ,我 们 可 以 取 这 7 个 数 
r+) +2, (+1)! +3, (+1) 1 + 
《7+1)， 其 中 第 i 个 数 为 (r+ D1 + (i+1)。 由 于 
1<i<n,， (r+ 了 DD! 以 G4+D 为 因子 ， 因 此 Cr+ 
Dı + (i+1) 一 定 能 被 (i+ 1) 整 除 。 这 里 的 (i+1) 
可 以 从 2 开始 取 到 7+ 1, 可见 这 7 个 数 都 是 合 数 。 
这 些 数 的 前 后 两 个 素数 之 差 一 定 比 ?大 ， 

从 上 面 讨 论 可 以 初步 看 出 ， 素 数 在 正 整数 中 
的 分 布 时 玖 时 密 很 不 规则 ， 致 使 许多 看 来 很 通俗 
易 懂 的 问题 长 期 得 不 到 满意 的 解答 。1912 年 ， 德 
国 数学 家 兰 道 收 集 了 当时 未 解决 的 四 个 古老 的 猜 
想 ; 

1》 有 无 穷 多 个 自然 数 %， 使 得 +1 BR 
数 。 

2) 哥 德 巴 替 猜想 ， 任 何 一 个 大 于 2 的 偶数 
都 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 。 

3) 挛 生 素数 猜想 ， 存 在 无 穷 多 对 素数 ， 它 
们 药 差 为 2 。 

4) KERF: HT-A BERAN, 在 4 与 
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mnt 之 闻 至 少 存在 一 个 素数 ，。 
7.2 相 邻 素数 的 间距 


我 们 将 素数 按 大 小 次 序 排列 成 ，Prp:，…。 
第 ?个 素数 记 为 p,。 又 设 dq = p; 一 Pn-1， 即 d, 为 
相 邻 两 素数 之 差 。 现 在 我 们 讨论 d, 的 性 质 。 前 面 
已 经 指出 ， 对 某 些 正 整 数 ? 而 言 ，d。 可 能 很 大 ， 
而 对 另 一 些 n，d， 可 能 很 小 。 对 于 任意 实数 7?， 一 
定 可 以 找到 连续 7 个 合 数 。 即 一 定 存在 一 个 正 整 
an, 88 d>7r。 对 于 d, 的 性 质 的 研究 中 最 重要 
的 问题 之 一 是 讨论 ,的 上 界 。 当 然 ， 我 们 希望 这 
个 上 界 越 小 越 好 。 现 在 ， 我 们 把 这 个 问题 换 一 种 
提 法 。 设 DD 是 满足 下 列 条 件 的 正 数 ， 当 计 取 任 意 
正 整 数 时 ， 在 N 与 N+D 之 间 一 定 有 素数 存在 。 
如 果 取 N= Pn-1; 则 第 n 个 素数 ps: 一 定 比 N+ Dh, 
也 就 是 d, = Par- Pr- <D. AMR d; 的 上 界 讨论 
可 以 化 为 下 列 问题 ， 如 何 寻 找 正 数 D， 使 得 对 一 
切 正 数 X，X 与 X+D 之 间 一 定 有 素数 ? 

实际 上 ， 前 面 我 们 已 经 说 明了 ， 对 于 任意 固 
定 的 实数 r，D =? 时 命题 不 成 立 。 这 是 因为 当 区 
增 大 时 区 间 xri 的 长 度 永 远 不 变 的 缘故 。 
如 果 我 们 把 也 取得 与 x 有 关 ， 命 题 才 有 可 能 成 立 。 
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兰 道 提 出 的 第 四 个 猜想 可 转化 为 ， 当 X 是 充分 大 
的 实数 时 ， 在 Y 与 +xX 之 间 是 否 一 定 有 素数 ? 
RHR, DRRR xij x+D 之 间 的 数 就 越 
多 ， 有 素数 的 可 能 性 就 越 大 。 贝 特 兰 大 在 很 久 前 
提出 过 一 个 很 弱 的 猜想 ，D = X 时 ，(x，2X2 中 
一 定 存在 素数 。 切 比 晓 夫 很 早 以 前 就 用 初等 方法 
证 明了 这 一 猜想 .我 们 进一步 要 问 ， 对 于 小 于 1 
的 正 数 6，(X，X+ 2%X5] 中 是 否 一 定 存 在 素数 ? 

1930 年 蔡 海 什 尔 证 明了 当 82>32999/33000 BY, 

(x, +x 中 有 素数 .1933 年 海尔 布朗 证 明了 
9 之 249/250。1949 年 闵 静 乱 证 明 的 关于 5 函数 在 
实 部 为 1/2 的 直线 上 的 值 的 上 界 估计， 可 以 得 到 
bg>38/61。1979 年 因 凡 涅 斯 和 改 地 拉 用 改进 了 的 
fits, UH TO> 13/23, HEAR — H AL 
TEMS ETRE AT BOS 5/9, FFE 
TO>11/20K, (x, x+) 中 有 素数 。 楼 世 折 
和 姚 倚 改进 了 短 法 的 上 界 估 计 式 ， 用 新 第 法 证 明 
了 目前 最 好 的 结果 ，6>>6/11。 在 黎 曼 猜想 成 立 
的 前 提 下 ， 我 们 可 以 很 容易 地 证 明 ， 当 XxX 为 充分 
大 的 实数 时 ，(Y， XxX + X:logX] 内 必 有 素数 存 
在 。 这 也 是 人 们 认为 的 这 个 领域 内 的 最 佳 结果 。 
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7.3 FRCHRRME ERA 


兰 道 提出 的 第 二 和 第 三 个 猜想 分 别 是 哥 德 巴 
忒 狂想 和 挛 生 素数 猜想 ，。 李 生 素 数 有 很 多 ， 例 如 
3 与 5，5 与 7，11 与 13 等 。 目 前 已 经 知道 的 10 
万 以 内 的 挛 生 素数 共有 1224 对 ，100 万 以 内 的 共 
有 8164 对 ，3.3x10' 以 肉 的 共有 152892 对 。 迄 今 
为 止 ， 人 们 找到 的 最 大 的 挛 生 素数 为 ， 

1,000,000,009,649 与 1,000,000,009,651. 

在 哥 德 巴赫 猜想 研究 中 ， 人 们 常 这 样 考虑 
设 NN 是 任意 一 个 大 于 2 的 偶数 , 并 用 P 表 示 素 数 ， 
4p 取 遍 一 切 素数 时 ， 我 们 就 得 到 无 数 个 形 如 
N-p 的 数 。 假 如 其 中 有 一 个 是 素数 ， 将 它 记 为 
2D'， 于 是 人 =2D +D'。、 如 果 我 们 可 以 证 明 一 切 天 于 
2 的 偶数 都 有 这 种 性 质 ， 则 哥 德 巴赫 猜想 成 立 。 
相应 地 ， 挛 生 素 数 猜想 可 以 叙述 为 ， 对 于 每 一 个 
素数 P， 可 以 写 出 一 个 数 p+2。 如 果 p 取 遍 一 切 
素数 ， 我 们 可 以 写 出 无 数 个 形 如 p+ 2 的 数 。 假 如 
我 们 能 够 证 明 这 些 数 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 那 么 ， 
SERRA. ATU ROMA MBAR 
数 猜想 的 上 述 提 法 十 分 相似 ， 所 以 人 们 常常 把 它 
们 视 为 一 对 “姐妹 问题 ”。 
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1965 年 ， 意 大 利 数 学 家 朋 比 利 在 “大 第 法 ” 方 
面 作出 了 杰出 的 成 果 。 这 一 工作 可 直接 导出 下 列 
命题 ， 对 任意 一 个 大 偶数 N，。 总 可 表示 成 一 个 素 
数 p 与 不 超过 三 个 素 因子 数 P 的 和 ， 即 ，N=Pp+ 
已 .这 个 结果 在 黎 曼 猜想 成 立 的 前 担 下， 是 容易 
得 到 的 .但 是 猜想 本 身 不 能 成 为 正式 证 明 的 基 
础 。 朋 比 利 却 巧妙 地 绕 过 了 黎 曼 猜 候 而 证 明了 
它 。 哥 德 巴 赫 狂 想 和 杰 生 素数 猜想 的 最 优 结果 是 
由 陈景润 得 到 的 。 陈景润 利用 朋 比 利 的 “大 铂 
法 ”结果 和 他 独创 的 对 集合 8 的 估计 ， 证 明了 每 
一 个 大 偶数 可 以 表 为 一 个 素数 与 一 个 不 超过 二 个 
素 因 子 的 数 之 和 。 同 时 也 证 明了 有 无 穷 多 个 素数 
D, 使 得 D+2 可 表 为 一 个 不 超过 二 个 素 因 子 的 数 
之 积 ， 

关于 挛 生 素数 还 有 一 些 推广 。 容易 看 出 ， 对 
于 任 一 素数 p, 在 D，pP +2，pP +4 三 个 数 中 至 少 有 
一 个 是 3 的 倍数 。 可 见 除 了 3 、5、7 外 上 述 三 
个 数 不 可 能 都 是 素数 。 我 们 转 而 观察 Pp，P + 2，. 
P+6. 如 果 它 们 都 是 素数 ， 就 称 为 三 生 素数 。 人 
们 猜测 ， 有 可 能 存在 无 穷 多 组 三 生 素 数 。 我 们 还 
可 以 对 于 % - 1 BRB, Lise, Ina a <h< 
I< <ln 来 考察 12 个 数 ，D， pt+l,, p+l, 
…，。P+ 1-1。 和 如 果 它 们 都 是 素数 ， 我 们 就 称 之 为 
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n 生 素数 。 辐 样 有 “7?% 生 素数 猜想 ?， 存 在 无 穷 多 
组 % 生 素数 。 


7.4 等 差 级 数 中 的 最 小 素数 问题 


许多 数学 家 研究 了 等 差 级 数 
1，!1+9，!+29，… +79 (1) 
中 有 多 少 个 不 超过 % 的 素数 的 问题 。 首先 我 们 将 
不 超过 x 的 正 整 数 按 其 除 以 9 后 得 到 的 余数 0,1， 
…，4 一 1 来 分 类 ， 
0%: q, 2G, sy MYX, 
134%, 1, l+q, 142g, =, 1+n,.qQ<x, 


q- 14, q-1, q-1+q, q-1+2q, +, 
q- 14n GSX., ) 
(2) 
很 容易 证 明 其 中 有 些 类 是 没有 素数 的 。 如 果 ! 与 
q 有 大 于 1 的 公 因 子 ， 那 么 第 ! 类 中 就 没有 素 
数 。 如 果 ! 与 9 没有 大 于 1 的 公 因 子 ， 也 就 是 1, q 互 
素 时 ， 人 们 已 经 证 明 级 数 ( 1 ) 中 一 定 有 素数 。 我 
们 进一步 考察 此 时 级 数 (1) 中 的 第 一 个 素数 出 
现 的 位 置 。 也 就 是 问 ， 当 x 取 多 大 时 ， 级 数 (1 ) 
不 超过 x 的 那些 项 中 至 少 有 一 个 素数 ? 林 尼 克 在 
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1950 年 证 明了 ， 存 在 这 样 的 常数 Cc, 使 得 等 差 级 数 
中 不 超过 4 的 那些 项 即 ! +9q,1+ 2g,--, L+ng(< 
q9 中 一 定 有 素数 。 当 然 ，c 取 得 越 小 ， 级 数 (1 ) 
中 不 超过 4 的 项 就 越 少 ， 结 果 就 越 好 ， 但 也 越 是 
难以 证 明 

1957 年 ， 潘 承 洞 首次 定 出 c 委 5448， 以 后 有 
许多 数学 家 改进 了 这 个 结果 。1977 年 芬兰 数学 家 
RAMET c<60R c 帮 36。1979 年 美国 数学 
家 又 证 明了 c 私 20, 同 年 陈景润 证 明了 c 和 17。 但 
是 ， 如 果 黎 曼 猜 想 是 正确 的 ， 我 们 就 可 以 得 es 
2+ ,这 里 e 是 一 个 任意 小 的 正 数 。 关 于 算术 级 数 
的 最 小 素数 问题 ， 乔 勤 有 比 黎 曼 猜想 成 立意 义 下 
更 强 的 猜想 ， 他 猜测 ，cC 专 1+。 


7.5 素数 定理 


前 面 说 过 ， 我 们 用 x(X) 来 表示 数值 不 大 于 % 
的 素数 的 个 数 。 素 数 定理 是 说 ， 当 % 趋 于 无 穷 大 


时 ，z(X) So BRET RAF % 的 素数 


的 个 数 约 为 -Tog 元 假如 素数 在 正 整数 中 的 分 布 
是 均匀 的 ， 在 每 [logx2 个 正 整 数 中 应 该 有 素数 ， 
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但 是 ， 素 数 分 布 并 不 均匀 ， 因 此 这 是 不 可 能 的 。 
克 茉 默 在 1936 年 借助 于 概率 理论 为 基础 的 方法 提 
HTAR: 24 D= log:N 时 ， 对 任何 自然 数 
N，N 与 N+ D 之 间 一 定 有 素数 。 也 就 是 说 ， 在 每 
[log'N] 个 正 整 数 中 至 少 有 一 个 素数 。 明 显 地 ， 
这 比 在 黎 曼 猜想 成 立时 得 到 的 结论 要 强 得 多 。 
自从 阿达 玛 、 普 辛 在 1896 年 分 别 独立 地 证 明 
了 这 个 定理 以 后 ， 人 们 致力 于 研究 素数 定理 的 误 


差 项 ， 即 研究 x(x) = ge + AMI A 的 最 


佳 估计 。 当 今 最 好 的 结果 是 1958 年 苏联 数学 家 维 
诺 格 拉 多 夫 得 到 的 A-OCxe ED, 这 里 
Qa 是 某 个 正 数 ，e 是 一 个 任意 小 的 正 数 从 1791 年 
勒 让 德 、 高 斯 提出 关于 素数 定理 的 猜想 ， 到 阿达 
玛 、 普 辛 证 明 这 个 定理 ， 经 过 了 一 百 多 年 的 漫长 
岁月 。 在 这 一 百 多 年 中 ， 许 多 著名 数学 家 如 勤 让 
德 、 切 比 晓 夫 等 都 在 这 方面 作出 了 和 贡献。 而 从 证 
明 素 数 定理 到 1958 年 ， 又 经 过 了 六 十 八 年 。 在 这 
期 间 ， 又 有 许多 数学 家 研究 了 素数 定理 的 误差 
项 。 例 如 ，1899 年 ~1900 年 普 辛 证 明了 A= 
O (melee), 192242 EEA PER BE 为 A= 
O(xeevicgstogiog® ) 。 然 而 ， 在 歼 曙 猜想 成 立 的 
WEF, AWEH: a) =x/logx +O (x. 
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logx), B) A=O(x'"logx), REA. BAY 的 
最 佳 结果 与 假定 黎 曼 猜想 成 立 下 所 得 的 结果 相差 
甚 远 。 

令 人 感 兴趣 的 是 ， 素 数 定 理 的 误差 项 是 不 规 
则 的 。 由 数值 计算 可 以 看 出 ， 似 乎 应 该 有 
* du 
1 logu 
例如 ， 有 人 证 明了 x(10”) 过 (10’)。 但 是 李 特 伍 
德 在 1914 年 证 明了 有 充分 大 的 XxX， 满足 zx(X)>> 
lix， 而 这 样 的 X 将 出 现 无 穷 多 次 。 李 特 伍德 的 定 
理 纯粹 是 一 个 “存在 定理 ”。 以 后 ， 有 人 在 黎 曼 
猜想 下 证 明了 ， 存 在 适合 a<e” WER x, 
使 


n(x) <lix, 3 Blix = | 


a(x) >lix 
在 不 假定 黎 曼 猜 想 时 , 又 证 明了 有 整数 YX<10 
也 具有 此 同一 性 质 。 这 个 数目 比 宇宙 中 的 原子 数 
还 要 多 得 多 ， 
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7.6 BMD AHA ihe 


兰 道 提出 的 第 一 个 猜想 ， 形 如 m+ 1 的 素数 
是 否 有 无 穷 多 个 ?这 个 命题 至 今 也 还 没有 和 解决。 
当今 最 好 的 结果 是 因 几 涅 斯 在 1979 年 得 到 的 。 用 
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他 改进 的 得 法 证 明了 ， 有 无 穷 多 个 自然 数 n, 使 得 
V+ ITI 可 以 表 为 具有 不 超过 两 个 素 因 子 的 数 。 

美国 数学 家 阿 普 斯 托 尔 的 《解析 数论 导 引 》 
中 收集 了 关于 素数 分 布 的 12 个 问题 ， 除 前 述 外 还 
A: 

1) 是 否 任意 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 
差 ? 

2) 是 否 存 在 无 穷 多 个 是 合 数 的 默 森 尼 数 
( 形 如 2" -~ 1 的 数 ，?% 是 自然 数 ) ? 

3) 是 否 存在 无 穷 多 个 默 森 尼 素 数 ? 即 是 否 
存在 无 穷 多 个 自然 数 p, 使 得 2? -1 是 素数 ? 

4) 是 否 存 在 无 穷 多 个 是 合 数 的 费 尔 马 数 
( 形 如 2" + 1 的 数 ，? 是 自然 数 ) ? 

5) 是 否 存在 无 穷 多 个 费 尔 马 素数 ? 即 是 否 
存在 无 穷 多 个 自然 数 !, 使 得 2" +1 是 素数 ? 

6) 对 于 给 定 的 〖k， 是 否 存 在 无 穷 多 个 形 如 
w +k 的 素数 ? 

7) 是 否 存在 无 穷 多 个 素数 ， 它 们 的 各 位 数 
都 是 1? 例如 ，11 及 11,111,111,111,111,111， 
111,111 这 两 个 数 都 是 素数 ， 

美国 一 家 公司 发 现 迄今 最 大 的 素数 2 一 1， 
它 有 65050 位 数字 。 这 个 数字 能 印 满 两 页 报纸 。 

对 于 费 尔 马 数 ， 若 记 P.=2"+1, HARIN 
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BAREF,=3,F,=5, F,=17, F,=257, F= 
65537 都 是 素数 。 费 尔 马 曾 猜测 所 有 的 下 。 都 是 素 
数 ，1732 年 欧 拉 证 明了 HKs = 6416700417, Kit 
推翻 了 半 尔 马 的 猜测 ， 并 将 该 猜测 改 为 ， 是 否 有 
LAS), MAF, 是 素数 ? 到 目前 为 止 ， 我 们 
已 经 知道 46 个 费 尔 马 数 是 合 数 ， 其 中 最 大 的 一 个 
是 Fs, 它 的 值 大 于 10”*, SMA, APE 
Bk, WE F, 边 形 一 定 可 以 用 圆规 和 直 尺 来 作 
图 .由 此 可 见 ， 关 于 费 尔 马 数 的 猜测 有 深刻 的 儿 
何 意义 。 


7.7 研究 素数 分 布 的 意义 


以 上 介绍 了 关于 素数 分 布 的 猜想 的 一 部 分 ， 
这 些 猜 想 虽然 都 是 通俗 易 懂 的 ， 但 要 想 证 明 或 扒 
翻 ， 即 使 是 前 进一步 ， 都 是 极为 困难 的 ， 因 此 其 
中 大 部 分 至 今 尚未 解决 。 从 数论 发 展 的 历史 看 
来 ， 新 的 猜想 的 产生 往往 比 老 的 猜想 的 解决 要 快 
得 多 。 著 名 数学 家 谢 尔 宾 斯 基 说 过 “我 们 数论 
知识 的 积累 ， 不 仅 依靠 已 经 证 明了 的 理论 ， 而 且 
也 依靠 那些 未 知 的 猜想 。” 也 就 是 说 ， 人 们 在 研 
究 这 些 猜 想 的 过 程 中 丰富 了 自己 的 知识 ， 从 而 促 
进 了 数论 和 数学 其 他 分 支 的 发 展 。 例 如 对 于 素数 
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定理 的 研究 促进 了 函数 论 特 别 是 整 函数 论 的 发 
展 ， 又 如 数论 的 重要 分 支 代数 数论 产生 于 对 费 尔 
ip BRIE +y =z", 当 n 之 3 时 无 正 整 
数 解 ) 的 研究 。 虽 然 费 尔 马 猜想 至 今 尚未 解决 ,但 
人 们 对 代数 数论 的 兴趣 似乎 已 超过 了 对 这 个 猜想 
本 身 的 关心 。 我 们 还 可 以 看 到 ， 现 代 计 算 技 术 的 
发 展 已 赋予 数论 这 一 古老 学 科 以 新 的 活力 。 我 们 
可 以 用 数论 方法 将 一 些 连 续 性 的 问题 化 为 离散 问 
题 来 处 理 ， 例 如 计算 函数 jz) 在 区 间 [a,b5] 上 的 
积分 的 近似 值 时 ， 可 以 寻找 a, b 之 间 的 一 些 点 
Key Xis y Las AAAS (eH) IX, +--+ f(X,) AX, 
Ji WBA AM. AAS ORR eR 
时 ， 这 个 问题 就 化 为 如 何 取 一 些 点 使 得 它们 在 
5，23 中 分 布 得 比较 均匀 指 问 题 。 这 就 是 数论 中 
寻找 一 致 分 布点 的 问题 。 过 去 由 于 计算 工具 落 
后 ， 对 于 积分 的 近似 计算 的 研究 仅 限于 单 重 积 
分 。 从 50 年 代 开始 ， 华 罗 庚 和 王 元 创立 了 著名 的 
“ 华 一 王 法 ”， 他 们 用 数论 方法 构造 出 高 维 立 方 
体 中 的 一 致 分 布点 集 ， 然 后 用 这 个 点 集 上 被 积 函 
数值 构成 的 积分 和 来 近似 地 表示 多 重 积分 。 当 被 
积 函 数 满足 一 定 的 条 件 时 ， 用 这 种 方法 产生 的 误 
差 的 主要 部 分 与 维 数 无 关 ， 而 用 古典 方法 得 到 的 
高 维 数值 积分 公式 却 常 常 由 于 在 维 数 大 时 误差 很 
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大 而 无 法 使 用 。“ 华 一 王 法 ”无 论 在 实际 应 用 上 
还 是 在 理论 上 都 取得 了 很 好 的 成 果 . 这 也 是 数论 
直接 应 用 于 计算 的 一 个 重要 的 范例 ， 


八 黎 曼 猜想 的 进展 
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自 1859 年 黎 曼 提出 猜想 至 今 ， 已 有 一 百 多 年 
的 历史 。 经 过 几 代 数学 家 前 赴 后 继 地 努力 工作 ， 
在 黎 曼 猜想 的 研究 领域 成 果 累 累 ， 通 过 研究 猜想 
除了 能 揭示 素数 分 布 的 性 态 外 ， 还 实 实在 在 地 解 
决 了 数 域 论 、 椭 贺 函 数论 、 模 函数 论 等 许多 领域 
中 的 一 些 实质 性 问题 。 我 们 在 些 仅 回 述 一 下 黎 曼 
猜想 发 展 的 历程 。 

著名 的 黎 曼 上 函数 早 在 1730 至 1750 年 间 已 有 
欧 拉 提 出 ， 并 在 1749 年 部 分 地 证 明了 “函数 满足 
一 个 函数 方程 。 对 于 实 部 大 于 1 的 复数 8 定义 5(3) 
是 容易 的 ， 这 时 级 数 


s 
3e 


1 


收敛 ， 它 的 和 就 定义 为 f(s)。 对 于 其 它 s 值 则 用 
解析 开拓 来 得 到 5Cs) 。 根 据 复 函数 理论 可 知 ， 存 
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在 唯一 的 一 个 和 解析 函数 ， 定 义 域 为 除 点 1 外 的 整 
SAFH, H Re(s)>1 时 与 上 述 级 数 给 出 的 值 
完全 一 致 ， 其 中 点 1 是 “函数 的 简单 零点 。 这 一 
工作 称 之 为 解析 开拓 ， 由 赫 克 完成 事实 上 ， 黎 
Btw TEA. 22(C(s) -1/(s -1) 定 义 了 一 个 整 
pa. 

黎 曼 也 证 明了 “函数 满足 函数 方程 ， 


EC1-S) =tisyr(S) a4 


其 中 re) = | xeda, 当 s 为 正 整数 时 ， 有 
I'(s+)=s1. 

由 此 并 根据 7 函数 的 已 知人 性质 可 以 推出 ， 负 
偶数 点 都 是 6 函数 的 零点 。 而 这 些 负 偶数 点 被 称 
之 为 “函数 的 平凡 零点 ， 

欧 拉 首次 用 整数 的 唯一 素 因 子 分 解 给 出 5 与 
素数 之 间 的 关系 式 ， 即 所 谓 的 欧 拉 公式 ， 


t(s) = (+ 5+ e+ pe +") 


XB PRGR AAR, AAEE Re(s) > 1 
义 的 半 平 面 上 成 立 。 在 上 述 半 平面 上 ， 乘 积 是 绝 
对 收敛 的 ， 从 而 “(S) 天 0， 由 函数 方程 知 ， 在 
Re(s) <<0 定 义 的 半 平 面 上 ,6(s) 除 了 平凡 零点 外 ， 
再 没有 别 的 零点 了 ，。 然 而 4 函数 在 这 两 个 半 平 面 
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之 间 0 < Re(s) <1 的 带 状 区 域 上 ， 却 有 无 穷 多 个 
在 此 值得 一 提 的 是 5 函数 与 素数 分 布 的 内 
在 联系 与 5 的 零点 位 置 ， 有 关 设 x(x) 为 不 大 于 正 
数 x 的 素数 个 数 ， 由 素数 定理 我 们 是 否 可 以 H 
想 ，z(XY) 与 jx 之 间 的 差 〈 对 于 充分 大 的 2) 成 立 
下 述 关 系 式 : 
w(x) = lix + OX")? 


其 中 Tin = (EE, OTE, FBAR 


成 立 ， 则 5(s) 在 Re(s) >b 定义 的 半 平 面 上 无 零 
点 。 请 注意 ， 关 于 素数 分 布 的 一 个 假设 会 给 出 
6 函数 零点 的 信息 ， 反 过 来 ， 若 已 知 当 Re(s)>>9 
BY, £(s)0, Wi 
a(x) = lix+ Olx Cogx)’) 

由 此 可 见 ， 要 对 a(x) 有 更 多 的 了 解 ， 就 要 
对 6 函数 的 零点 有 更 多 的 了 解 。 歼 曼 首先 证 明了 6 
函数 的 头 几 个 零点 的 实 部 都 等 于 1/2。 因 此 , 黎 晶 
猜测 所 有 非 平凡 零点 都 在 Rel) = 1/2 的 直线 上 ， 
这 断言 就 是 我 们 所 谈 的 主题 一 一 黎 曼 猜想 。 

时 至 今 有 日， 我们 有 关 非 平凡 零点 的 知识 ， 都 
有 助 于 说 明 猜 想 成 立 ， 

人 们 为 想象 中 的 事物 工作 比 为 实际 问题 更 努 


168 


为 ， 人 的 心理 就 是 这 样 地 怪 。1968 年 美国 威 斯 康 
广大 学 的 三 位 数学 家 罗 塞 、 舍 恩 菲 尔 德 、 约 赫 在 
歼 曼 猜想 研究 中 ， 使 用 了 计算 机 来 证 明 。 Rg 


前 三 百 万 个 非 平凡 零点 都 落 在 复 平面 实 部 为 了 的 


直线 上 。 因 为 ， 不 管 计 算 机 的 计算 能 力 有 多 强 ， 
它 的 计算 必 尽 是 有 限 的 ， 不 可 能 达到 无 BF, 所 
以 , 它 也 不 可 能 说 明 E 函数 零点 的 黎 曼 猜想 ， 而 
只 能 提供 支持 猜想 的 依据 。 数 学 史上 不 乏 例 证 ， 
说 明 有 限 推理 的 不 可 靠 性 。 例 如 1914 年 ， 英 国 数 
学 家 李 特 伍德 发 现 ， 某 方程 直到 很 大 的 数 都 是 正 
确 的 ， 但 超过 这 个 值 的 无 穷 多 个 数 是 错误 的 。 现 
今 这 个 数 的 最 好 估计 大 于 10”。 1 后 面 100 个 零 ， 
请 大 家 想 一 下 ， 这 数 与 宇宙 的 原子 数 比较 一 下 ， 
该 谁 大 ? 

FE, FRIERE, DAE 还 间接 说 
明了 另 一 个 有 趣 的 事实 。 纯 粹 数学 家 们 对 计算 机 
是 有 点 怀疑 的 。 这 是 因为 计算 机 是 个 机 器 ， 机 器 
本 身 可 能 出 错误 。 为 此 ， 罗 塞 、 舍 恩 菲 尔 德 和 约 
替 三 人 以 宗教 般 的 热忱 非常 仔细 地 复查 了 计算 程 
F. 在 检查 机 器 的 过 程 中 ， 他 们 发 现 计算 机 本 身 
在 内 在 逻辑 方面 有 几 个 错误 ， 这 部 机 器 使 用 多 
年 ， 没 有 发 现 过 这 种 事情 。 的 确 ， 错 误 是 微妙 
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的 ， 不 可 能 影响 日 常 计 算 。 然 而 ， 首 先 发 些 这 些 
错误 的 人 ， 况 是 研究 最 微妙 的 一 门 数学 中 的 三 个 
A. 经 验 的 迹象 是 令 人 鼓舞 的 ， 最 近 ， 蔓 赖 特 的 
计算 证 实 了 函数 的 开头 七 千 万 个 零点 都 位 于 复 
平面 实 部 为 二 的 直线 上 。 

人 们 在 日 常生 活 中 ， 常 过 到 这 样 一 种 情况 ， 
如 果 一 个 最 高 愿望 不 能 马上 得 到 ， 那 么 就 争取 达 
到 较 次 的 愿望 。 几 乎 所 有 的 科学 研究 中 都 有 类 似 
情况 。 一 种 处 理 黎 曼 猜 想 的 方法 ， 首 先是 由 阿达 
玛 和 普 辛 在 利用 上 函数 零点 性 质证 明 素数 定理 时 
提出 的 。 由 于 上 (s) 的 所 有 非 平凡 零点 只 可 能 在 0 
< 和 rc<1 这 个 无 限 伟 长 的 带 状 区 域 中 (如 右 图 8. D)， 
所 以 阿达 玛 和 普 辛 的 基本 思想 在 于 估计 非 平凡 零 
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ROEM RRR. AARDE, EE 
+ty) = 0, WA 1/log |y| <B<1- (1/log |y] ), 其 
中 | 中 >14。 这 也 就 是 说 5(s) 的 非 平凡 零点 不 能 
接近 图 8.1 所 示 的 边界 B= 0 种 =1， 同样 ,即使 


是 ECs) 的 大 部 分 零点 不 落 在 Reo) = 过 的 直线 
上 ， 但 也 会 非常 靠近 它 。 也 就 是 说 ， 若 存在 6> 
0, 且 有 0<?<T，| 8- 士 |>6, 则 一 定 存 在 9= 


9(6)<<1, 使 得 5《(B+ 雇 ) 的 非 平 凡 零 点 的 个 数 小 于 
T*。 这 个 佑 值 远 远 小 于 形 如 ”B+ iy WARES 
点 总 数 NT), Hh O<p<T, 因为 我 们 已 经 知 
道 ， 当 了 工 趋 于 无 穷 时 
N(T)/CTlogT/22) 77271 
很 显然 ， 基 于 阿达 玛 和 普 辛 的 思想 ， 当 我 们 
能 够 证 明 上 (s) 的 非 平 凡 零 点 所 属 的 区 域 缩小 到 一 
根 直线 时 ， 那 么 黎 曼 猜想 成 立 。 而 今 ， 这 方面 的 
结果 ， 离 猜想 的 解决 还 非常 遥远 。 
另 一 种 处 理 歼 曼 猜 想 的 方法 ， 是 由 哈代 于 
1914 年 引进 的 。 当 时 他 宣布 说 ， 他 证 明了 &(s) 有 


无 穷 多 个 非 平凡 零点 落 在 Re(s) = HAL, # 
假设 N,(T) 为 5(s) 在 Re(s) = 4 Ho<im) <T 
直线 段 的 零点 个 数 ， 则 哈代 定理 断言 ， 当 T->oo 
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RT, N'(T)~>cc。 随 后 ， 哈 代 和 李 特 伍德 合作 得 
到 更 精确 的 定理 ， 存 在 常数 C>0，N,(T)>CT.， 
1942 年 ， 赛 尔 贝 格 引 进 了 新 的 想法 ， 考 虑 NAT) 
和 N《(T) 之 间 的 关系 。 他 的 定理 证 明了 ;N,(T) 之 
CTlogT，( 这 里 C>0)， 赛 尔 贝 格 定理 实际 上 证 
HT: 
NCD >CN<(T) 
此 处 C 为 大 于 零 的 实数 。 不 过 ， 赛 尔 贝 格 得 到 的 
常数 C 只 有 百 分 之 一 那么 大 . 
我 们 根据 图 8.1， 及 NeCT) MNT) WX, 
显然 有 
N(T)>N,(T) 
如 果 我 们 能 够 把 赛 尔 贝 格 定理 中 的 常数 C 提 高 到 
1, WA, RORA NIT) =N) 成 立 。 
这 就 是 数学 家 解决 黎 曼 猜想 所 企 求 了 百 余年 的 结 
R. 
1974 年 ， 美 国 麻 省 理工 学 院 的 数学 家 莱 文 森 
成 功 地 证 明了 ， 对 于 充分 大 的 实数 了 


NAT) > 了 NGT) 
因此 ， 68) 至 少 有 三 分 之 一 的 非 平凡 零点 落 在 
Re(s) = 上 了 的 直线 上 . 
尽管 莱 文 森 的 处 理 用 到 了 赛 尔 贝 格 的 某 些 技 
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巧 ， 但 用 来 检验 56(S) 在 Re(s)=1 直线 上 零点 的 
基本 手法 是 完全 不 同 的 。 这 种 区 别 尤 其 明显 地 表 
现在 ， 赛 尔 贝 焙 的 论证 不 需要 计算 常数 就 成 功 
了 ， 而 莱 文 森 的 方法 却 不 能 预言 他 的 方法 会 成 
功 ， 只 是 在 经 过 许多 细致 的 计算 后 ， 才 能 发 现 那 
些 常 数 是 行 得 通 的 。 赛 尔 贝 烙 和 菜 文 森 方法 的 另 
一 个 区 别 在 于 他 对 重 零点 个 数 的 计算 。 赛 尔 贝 格 


的 方法 考察 (十 + 名 的 变 号 ,这 里 ECs) = 5《1- 
s)， 从 而 断定 相当 大 一 部 分 零点 具有 奇数 重 数 且 
落 在 复 平面 实 部 为 户 的 直线 上 。 而 莱 文 森 对 重点 
的 讨论 是 无 效 的 ， 但 赛 尔 贝 格 和 希 思 - 一 一 布设 分 


别 独 立地 发 现 原 方法 稍 加 变化 ， 就 可 得 到 只 是 科 
单 零点 的 个 数 . 因此 三 分 之 一 的 零点 是 简单 的 且 


落 在 复 平面 实 部 为 村 的 直线 上 。 


考察 菜 文 森 的 想法 可 以 推进 到 什么 地 步 。 这 
还 需 作 多 方面 的 尝试 ， 但 繁重 的 技巧 细节 使 进展 
困难 ， 菜 文 森 早 年 在 常 币 分 方程 篇 微分 方程 领 
域 作出 过 杰出 贡献 ， 他 对 黎 曼 猜想 的 研究 是 在 他 
死 于 瘤 症 前 不 久 才 得 出 的 . 仅 这 一 项 成 就 已 能 永 
垂 千古。 他 不 县 病魔 ， 献 身 科学 的 精神 是 值得 我 
们 每 一 个 科学 工作 者 学 习 的 。 
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198046, PEM, MERTERT MERI BE 
上 上 ， 对 沫 文 森 定理 稍 加 改进 ， 证 明了 ， 
N.T) >0, 35N(T) 
许多 数学 工作 者 从 各 个 角度 研究 函数 零点 
的 性 质 ， 得 到 了 十 分 丰富 的 结果 和 重要 的 应 用 。 
“ECs) 的 非 平凡 零点 全 部 落 在 ReCs) = 过 的 直 


上 ?这 个 命题 等 价 于 “在 Re(s) = 也 的 直线 外 CCS) 


没有 非 显 然 零点 ,我 们 可 以 证 明 ; ReCs) 之 1 时 ， 
ECS) 没 有 零点 。 但 是 ， 我 们 还 不 能 证 明 ， 对 于 任 
何 一 个 小 于 1 的 a，Rets) 之 a Rf, Cs) RAZ 
点 。 为 此 ， 我 们 再 把 命题 减弱 一 些 ， 只 希望 在 上 
述 范围 内 零点 个 数 不 很 多 ， 这 就 是 所 谓 的 零点 密 
度 问题 对 于 了 之 2 及 廊 <a<1, 我 们 用 N(as T) 
HRS) AIG 

a<Re(s)<1, {Im(s)| <T 
HE RM. MENG, 7) 的 估计 称 为 零点 密 
度 估计 。 苏联 的 天 才 数 学 家 林 尼 克 首 先 在 这 方面 
作出 了 杰出 贡献 。 目 前 ， 这 方面 的 最 好 结果 是 赫 
克 斯 雷 在 1973 年 得 到 的 ， 他 证 明了 ， 

N(a; TJET- 


另外 ， 许 多 人 研究 了 “函数 的 中 值 公式 
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F 1; 2 
| e(t +it)| rdt 
的 估计 式 ， 这 里 上 为 正 整 数 ， 这 方面 的 第 一 个 著 
名 工作 是 由 哈代 和 李 特 伍德 在 1918 年 完成 的 ， 他 
们 证 明了 渐 近 公式 ， 

T | 1 . a 

| | (+) dt~2TlogT 
次 后 ， 英 厄 姆 于 1926 年 证 明了 

f (+ +it | | dt~LTlog'T 

至 于 8z>3 的 情形 ， 仍 是 一 个 没有 解决 的 问 
题 。 这 个 问题 的 解决 对 解析 数论 的 贡献 将 是 很 大 
的 ， 

二 次 中 值 公式 估计 式 至 今 最 好 的 结果 是 由 印 
度数 学 家 巴 勤 苏 勃 拉 曼 尼 在 1978 年 得 到 的 ， 他 证 
HT: 

对 于 T 之 2 及 e>>0, 有 


人， | E(B+it ) | dt =T(log(T/22)) + 


+ (2p — DT + Oum ) 
关于 四 次 中 值 公式 估计 式 的 最 好 结果 是 英 图 
数学 家 希 思 一 布朗 于 1979 年 得 到 的 ， 他 证 明了 
对 于 T 产 2 及 e>0， 存 在 常数 Ay lis Qs 
Ay, 使 得 
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| 
+ a,T ClogT)'+ a,T dogT)’ + a,TlogT 
+a,T +O(T'**) 
其 中 Qi= (20), a= 2 (4p-1-log (x) ~ 
125'(2)r Dr ?=0.5772157… 为 欧 拉 常 数 . 
上 述 问题 中 ， 只 要 某 一 个 问题 得 到 解决 ， 它 
就 会 给 解析 数论 乃至 数学 带 来 深刻 的 变化 。 解决 
这 些 问题 的 极端 困难 ， 无 形 之 中 向 人 类 智慧 提出 
了 挑战 ， 这 将 有 助 于 推动 人 类 文化 的 发 展 ， 


(+ +it ) jdt = a.T (logT)'+ 
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Landau (德国 ) (1877~1938) 
Littlewood (英国 ) 

Minkowski (苏联 ) (1864~1909) 


Mordell (英国 ) 
Morley 


Newton (英国 ) (1643 一 1727) 
Noether, E (德国 ) (1882~1935) 
Perron (E) (1880~1970) 


EM 

弗 雷 格 

汉 特 万 格 勒 
伽利略 
高 斯 

HY fe E i 
REA 
格 罗 登 迪 克 
阿达 玛 
哈代 

汉 斯 

ii Si 
ARAR 
HER 
雅 可 比 
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Picard (法 国 ) (1856~1941) 皮卡 
Poussin (法 国 ) (1866~1962) He 
Ramanujan (印度 ) (1887~1920) ” 拉 玛 努 扬 
Riemann (德国 ) (1826~1866) RB 
Russel (英国 ) (1872~1970) BB 
Runge (德国 ) (1856~1927) 龙 格 
Schmidt 施 密 特 
Segre (意大利 ) 合格 列 
Selberg (挪威 ) CGg917~ ) 赛 尔 贝 烙 
Serre (法 国 ) (1926~ ) 塞 尔 
Siegel (德国 ) ( ) 西 格 尔 
Sierpinski (波兰 ) (882~1969) 谢 尔 宾 斯 基 
Sylvester (英国 ) (1814~1897) 西 尔 凡 斯 特 
Takagi (日 本 ) (1875~1960) ROAR SU 


Tehebycheff GRR) (821~1894) ” 切 比 晓 夫 
Vander Waerden (荷兰 ) (1903 一 “) 范 德 尔 登 


Veblen (美国 ) (1880 一 1960) WHE 
Weber (德国 ) (1842~1913) 韦伯 
Weil (法 国 ) (1906~ ) Buk 
Weyl (德国 ) (1885~1955) 外 尔 
Whitehead (英国 ) 怀特 黑 德 
Zariski (美国 ) (1899~ =) 查 瑞 斯 基 


Zermelo (意大利 ) (871~1953) 策 梅 罗 


Be 


黎 曙 猜想 提出 至 今 已 一 个 多 世纪 了 ， 现 在 仍 
Reh” APS AAS KAUR, RGR 
道 它 的 意义 ， 并 不 一 定 着 意 于 解决 它 。 这 正 象 太 
空 旅行 令 人 神往 ， 但 当今 空间 技术 还 不 能 普及 到 
每 个 公民 ， 和 需要 科学 界 的 勇士 们 进一步 开发 新 技 
术 一 样 。 数 学 需要 新 的 知识 、 新 的 概念 。 去 开发 
未 知 的 领域 ， 解 决 未 知 的 问题 。 这 需要 数学 工作 
者 不 断 进 取 ， 不 断 创新 。 

现代 计算 技术 尽管 能 使 猜想 作成 千 成 万 次 的 
验证 都 能 灵验 ， 但 是 它 是 一 个 数学 问题 ， 无 论 试 
多 少 次 总 还 有 无 穷 多 次 没有 试 ， 只 要 有 一 例外 ， 
就 可 推翻 辅 想 。 只 有 地 辑 证 明 ， 才 能 弥补 猜想 和 
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RHE WY. 

我 们 大 家 都 喜欢 在 数学 的 宙 字 中， 欣赏 数学 
的 神奇 。 但 是 我 们 更 应 去 探索 数学 宙 字 中 的 未 知 
领域 ， 揭 开 未 知 的 “面纱 ,让 人 们 共同 欣赏 ,20 世 
纪 留 给 我 们 大 家 的 时 间 已 经 不 多 了 ， 时 间 边 切 其 
待 着 数学 家 能 够 尽快 地 解决 黎 曼 猜想 ， 面 数学 家 
们 也 正在 不 断 地 努力 。 我 们 也 愿 新 世纪 给 数学 带 
来 杰出 的 大 师 ， 早 日 解决 黎 晏 犹 想 。 让 我 们 以 此 
愿 结束 本 书 吧 ! 


